
4.Ewe皿のサンプリング公式、ポアソン・ディリクレ分布とポリアの壷棟モデル

4．1Ewensのサンプリング公式

生物集団においては一つの種内においても多くの遺伝的多様性が存在する。古くはエ

ンドウ豆の色、ショウジョウバエの羽の変異、染色体の逆位、血液型など表現形として明

確に識別できるものに限られていたが、近年、分子レベルの解析の進歩とともに、タンパ

ク質のアミノ酸配列の多型、遺伝子のDNA塩基配列の個人差まで識別可能となってきた。

生物集団内の遺伝的多様性の推定は集団遺伝学の主要な問題の一つである。遺伝的多様性

の源は種々の突然変異であり、DNA塩基配列がヒトでは30億塩基対ということを考える

と、生じる突然変異はほとんど常に新しいタイプと考えられる。このように突然変異は常

に集団中にこれまで存在しなかった新しいたタイプと仮定するモデルを無限対立遺伝子モ

デルという。Ewens(l97鋤は中立な無限対立遺伝子モデルの下で､集団からランダムに取り

出したn個の遺伝子サンプルの中に存在する異なる対立遺伝子（アレル）の数、およびサ

ンプル内アレル構成の分布について「Ewensのサンプリング公式」と呼ばれる分布を求め

た。対立遺伝子（アレル）は自然選択に対して中立と仮定する。個々のアレルタイプに個

性はないので、我々は集団から取り出したn個のサンプルのアレルタイプによる分割構造

に興味がある。そこでサンプル中にj個含まれているアレルタイプの数をαi('=l,2,…,")と

しよう。例えば10個の遺伝子をサンプルしたとき、アレルAが3個、Bが1個、Cが1

個、Dが2個、Eが3個含まれているとするとα,=2,a,=1,03=2、他は全てα,=oで

ある。α＝(α,,α2,…,α")は遺伝子サンプル中のアレル構成による分割構造を表現している。
〃

全てが同じｱﾚﾙﾀｲプのときはα"='、α‘=…=α鯵-!＝0である｡Yia,=/i(ｻﾝブ
ｫーl

〃

ﾙ数)であり、|α|=Zα‘はｻﾝプﾙ中の異なるｱﾚﾙﾀｲプ数を表す。
ﾉー1

定理4．1

集団からランダムに取り出した遺伝子サンプルのアレル分割構造がα=(l2.…><o

である確率は次の式で与えられる。

P(α,,α2,..,α”'妻納烏 (Ewe唾のサンプリング公式） (4.1）

S'SinJ)

またｱﾚﾙﾀｲブの数については̂^̂+1)….(&+n-l) （4.⑳

ここで、S(ii,*)は第1種スターリング数（付録(CD参照）である。

(証明）

これらの結果はEwen8(l972),Karlin&MacGregor(l972),Watter8on(1984),Kingman

(1982)などにより求められているが､ここでは第3章で紹介した突然変異存在下での遺伝子

系図を用いて求めてみよう。まずp種のアレルを考え、集団からn個のサンプルを取り出

69



し、サンプルには1番から〃番までナンバーをつける。このサンプル中にAi,A2,…,A"のp

種のアレルを順に、それぞれki個、k2個、・・・k,個づつ取り出す確率を求める（ただし

*,+…+k=n)。そのためには、n個のサンプルはA-̂ 2…,A"のp種のアレルに対応し

てki個、尼個､・・・*,個のp個のクラスに分けられ、各々 のクラスは同じタイプのアレ

ルで一つの共通なmutantを祖先とする一つの血族同値類に属すことになる。

● ● ● ● O ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

●●●

c cc

上記の条件を満たす系図を描いたとき、i番目のクラスのkj個の遺伝子の系図を遡ると

北j－1回のcoalesceと最後の突然変異の合計*.回の事象、従って全部で*,+…+*,=〃回

の事象が存在するはずである。系図上で祖先の数ノのとき、生じる事象がその時点でk個の

祖先を持つｱﾚﾙｸﾗｽで起こる合祖である確率は(ﾉ舞苦)ﾉ2であり突然変欺

ある確率は仙美笑l)}/2であMらに甜件を満たす可能な系図は各糊のクラ
スの遺伝子について合祖(coalesce)と突然変異(mutation)合わせて均個のeventがあり、全

部で合計n回の事象を順に並べる方法の数だけあるので』i!_通りとなる。よって，から
p

m
』=l

"までナンバーのついた遺伝子中にÂ 2…,A,のp種のアレルをそれぞれ灼個、

k2個、・・・*,個ずつ含まれる確率は次式で与えられる。

P(K̂….*,)-噸洲(/-I)}/2̂輔導))(芸''常
1

J=1

70



＝坐直(ﾑー')！ただし(9)"=，(8+')('+2)…(8+"－1）（43）
W.M

中立な遺伝子の場合、その個々の遺伝子のアレルタイプに興味は無く、サンプル中のアレ

ルタイプ数とその構成に興味がある｡そこでα,o≦j≦")をi個の遺伝子がサンプル中に存

在するｱﾚﾙﾀｲプの数とすると､α=(tfi,02…,α"),Yia,=n,Ya,=pを満たす。
j=l ノーl

例えば、(*i,t,t,*4,fc)-(5A3Al)と(た,,k,,*3,*4>*5)=(3,5,3,5,1)は同じアレル分割

α＝(α,;1≦j≦17,0,=1,̂=2,tf5=2,0,=0(/≠1,3,5))を持つ。n個のサンプル遺伝子に

対してその中に、分割構成(1v.,<0を持つような対立遺伝子を含んでいる確率

(̂01,02,…>a)を求めてみよう｡ある一つの分割構造(α,,",α")に対して､Ŷ=pのと
j=1

〃

き､j個のｻﾝプﾙを含むｱﾚﾙﾀｲプがα,種あるので､ﾗべﾙの与え方はⅡα’1通りある。
j=l

その各々のアレルタイプ内でj個の遺伝子について順番の付け方はi!通り。n個のサンプル

遺伝子について、アレルタイプと、そのタイプ内での順番によって”〃！通りのう
Ⅱ{(/1)鋤a,5
M

ベリングの方法がある。この因子を(4.3式に掛けて次のサンプリング公式(41)を得る。

'(･ん"･か鋼烏童た付録《c肋定理C2,及び書'4,1=*)=は，

P<¥a妻噌(伽矧箭語為等${3祭器H-l)を蝿
4．2アレルの年齢

集団からランダムに取り出した遺伝子の系図を遡るとそのアレルタイプの共通祖先、

すなわちそのタイプの起源となる突然変異を起こした祖先遺伝子に到達する。サンプル中

の各アレルタイプの起源に到達するまでの時間をそのアレルタイプの年齢という。アレル

の年齢については古くは瞳mura&Ohta(l973),Maruyama(1974)など多くの研究がある。

ここでは遺伝子系図の結果を使ってアレルの年齢を求める｡n個のサンプルを取り出したと

き､その中にA-i,A2,…>1,のp種のアレルがそれぞれki個､彪個､・・・ル,個ずつ含まれ、

かつAアレルが最も若く、次にAアレル、・・・、最も古いのが̂ アレルとなる確率

P(A>Atし…しAp'9¥̂ lî 2i….*,を求めよう。ここで記号A1>̂ 2はアレルAが4
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よりも若いことを意味する。そのための条件は起源突然変異Â ,A2,..,Aがその年齢の順に

系図上で生じることである。たとえば2種のアレルA,Bがn個のサンプル中にそれぞれ

〃一k個とル個含まれ、かつA医Bとなる確率を考えてみよう。

式こ＝ー Q■■＝

Ｂ
４

百一一一↑ー ー－－．
詞一一一一一一~－■ﾛ■■一一宇

－ －一一

4

n~~I
ー刃一

T－1
一一一 41－一一一一

A AABBB

上図は〃＝6，ルー3の場合の図である。アレルAでの合祖をA、アレルBでの合祖をB

A,Bの起源となる突然変異をMa,Mbで表し、上の系図を古い事象から順に表すと

(Mb,B,Ma.B,A,A)と表示される｡一般にA,Bがn個のサンプル中にそれぞれ〃一北個とk

個含まれるとき、〃一k－1個のAとルー1個のB,およびMaMろの合計n個の記号を左端

がMbで始まり、Bの位置は残り〃－1個の場所からルー1個選ぶ方法だけある。Maは残り

〃一k個の場所の最も左の位置に置き、他は全てAとなる。条件を満たす可能な系図の総数

は（"－1)1通りとなる｡同様にして、AyfAi,…,』'のp種のアレルがそれぞれﾙ1個､北2
k¥("－1－k)!

個、・・・k,個づつ含まれる場合には、合祖と突然変異を合わせた計〃回の事象に対応して

"個の席を横一列に準備し、左から右へ事象の古い順に並べる。最も古いアレル4.からそ

の起源となる突然変異の事象は左端の位置に置かれ、アレル̂ で生じた北'－1回の合祖事

象捌"-卿場所に入れ…卿通州……M,割につい蝿源“
突然変異事象は残りの中の最も左端の位置に置かれ、北.-.-1回と合祖事象は残り

"一k,－1個の位置から選ぶ。これを繰り返して次式を得る。
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P(Ai>At>…しAp9V̂l>̂2….*,

‐卵噂(肱川Ⅲ側熊r̂ -r
$>^

‐師叩n(*,-i)!>7順,≦話竺幼姉,-1≦誌三二鵬,J×…
QPPP

n*.' nk,1
s w

(9)〃〃("一k,)("一kpkp-l)'….k，(9)”た,(k,＋k2)…(*l+*2+…+*,)

(Donnelly&Ⅲ泡vare(198③の(4.1)式)(4.4)

刀個のサンプル遺伝子において、どの遺伝子がどのクラス（アレル）に属するか区別を無視

するために÷Lを掛けると､単にp種のｱﾚﾙがそれぞれ礎1個､礎2個､…k,個づっ
n*.'

サンプルされているとき、ル1個のアレルが最も若く、・・・、kp個のアレルが最も古い確

率/>(*,レル2医…しk,)について次の定理を得る。

定理4．2

Wn¥

mしk2し…した'*W.*,(*,+*,).…(*,+*2+…+*,)
これはDonnelly&Tavare(l98③の式(4.2)と一致する。

(4.勘

最も古いｱﾚﾙ』,の年齢分布は指数分布の畳み込み畠師(拙美ﾉー,))に従い側待値
〃2である。

=吾j9+j(j-¥)

4．3固有変異の多型(UniqueEventPolymorphism)

ヒトではDNA塩基の数が10の9乗のオーダーということを考えると生物のゲノム上

に生じる各突然変異は進化の過程でただ1回起こる事象と考えられる。このように各突

然変異をユニークな事象と見るとき、サンプル中に見られる多型の起源となる固有な突

然変異の年齢を考える。その例としてn個のサンプル中に、ある［皿Pのサンプルがk個

（1≦k≦〃－1)含まれているとき、その[EPの年齢を推定しよう。
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唯突然変異が起きた馴芸を突然変異率ｻﾝプﾙ遺伝この系図過程をα‘で乳
|α,=/の状態の時に突然変異が生じたと仮定しよう(2≦j≦"-Jt+1).

突然変異型:t≦T*ではルー1回の合祖と最後に突然変異が生じる。t>兎では突然変異タ

イブの祖先も含めたi個の野生型祖先がj－1回合祖して最終的なMRCAに到達する。

野生型：＃≦T,では"－k個の系統がj－1個の系統になるまで合祖する。

t>兎では突然変異型と同じ。

事象U:n個のサンプル中に(k,〃－k)の割合で固有変異の多型が観察される事象

事象U,:事象Uの中でa,=/の状態の時に突然変異が生じた事象

肌)言((,瀞浩)),2)型({，器蒜}/2>*<U{.9y+ya-l)}/2>
〃

1

※(重竿)(直ﾉ(筈り)※鰯-ICk-1
〃一A+1

pm-Ynu.)
ノー2

事象u,の条件下で突然変異の年齢*>の分布P(T,=tU,)は

珊害''の雲息剛j('号_,)）（指数分布の畳み剛
事象Uの条件下で突然変異の年齢(魂)の分布は

帆=''の言赤宴恥-‘川言害粥珊言仰
固有変異は突然変異率が非常に小さい事象と考えられるので9→0の極限を考える。

慨粥ffe"̂'̂ '̂叩言鳥即(向
j=2

定理4．3固有変異の年齢の分布

'{T̂kj)言富筆舌H皇師<jdh>>
平均は恥/]=宙聖二&二L×2(h-/+1)と

j=2”_,cル〃O-D
となる。この結果はTavare(2004)(pll6,pll7)
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と一致する｡特にと=x(一定）として､ｻﾝプﾙ数nを無限に大きくすると
〃

拠肌U]雲煙鳶，呈告‘×2(n-i+l)言苦茎与一合'．即
これは拡散過程を用いたKimura&Ohta(1973)の結果と一致する。

(cWi㎡andDonnelly(l999))

○固有変異多型(UEP)としてのSNP(単一塩基多型）の分布

第2節の分離サイトの数の分布で使った9＝4Ⅳ"は全ゲノム上に発生するSNPに関

する全突然変異率である。しかし特定の領域あるいはサイトに着目するとそこで発生する

SNPは非常に稀にしか起きないUEPと考えられる。現実のサンプルで検出されるSN

Pはある領域（例えばある遺伝子のイントロン領域）でのSNPでありこのデータから系図

を考察するのはUEPとして扱うのが適切である。第2節の分離サイトの結果から

9→0の極限を考える。定理3．6より以下の結果を得る。

T̂=,¥s=k)=Ĵ-r，,EiP(S=k)*鳥伽州帆病)}
ただ′(脚)=,熟(六)’

E[T¥S害昨,巽州婁糾}ItだAM雲豆(-̂y/p(s=k)

4．4デイリクレ分布とポリアの壷モデル

4．4．1ベータ分布、ガンマ分布、デイリクレ分布

相互に関連の深い次の三つの確率分布の説明から始めることにしよう。

（1）ベータ分布Beta(a,B)

／“β)書誌万難"-'(1-*)'-*(0<̂<1)

＝で‘(α,β)言い"̂(1-*)'-'吹琴器署川はガﾝﾏ蝋

（2）ガンマ分布r(a,X)

‘“昨危難･い"(0<…）α刈川
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αをshapeparamete葛凡をscaleparameterという。

特性関数は以下の様に求められる。

州言〃g(*;a.仙害念I『州叩[(it-A)批書,Xj
これより、確率変数*1,…,脇が独立で、各x,がr(α,,凡)に従うとき（入は共通)、

和*.+…+*.はガンマ分布r(a,+…＋α",凡)に従う。

（3）デイリクレ分布D(a,,a2,…,αk+,）（ただしα,>0,/=l.…,*+l)
k

領域△={*=(*!,…,**);o≦*l≦1.1*.≦1}上の分布
j宮l

胸(刺=器芸鍔齢'ただし厘害(…緯州剰害1－言蕊‘・
k=¥のときはベータ分布となり、ベータ分布の多次元版と考えられる。

補題4．4

k-1

デイリクレ分布>(!,Ĝ,…><Xm)を変数ｴﾙについて0≦**≦l->>,の区間で積分
ﾉーl

した(*1>…>**-l)の周辺分布密度はデイリクレ分布D(α,,….*-ia*+a*i)となる。

(証明）

器寿鵠齢I峠餌{-言難州}…伽*(ただし側-z遮J
Xk**Q-Yxi)y=〃と変数変換すると

器淵齢(1-割…:y-¥i-yr"-*dy

器芸謝伽州防><善翰)…
r(a,)器諾巻卿(亘外*+*+!"Î皇だし難-i-Z*.

次にガンマ分布とデイリクレ分布の関係について次の補題を証明する。
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