
1

エネルギー等分配則エネルギー等分配則エネルギー等分配則エネルギー等分配則 the equipartition law of energythe equipartition law of energythe equipartition law of energythe equipartition law of energy

テキストに見られるように，気体分子運動論では分子の 1 自由度あたりの並進運動のエ
ネルギーの平均値は ( )kT21 である。ここで，kはボルツマン定数 Boltzmann constantで

ある。このような平均についての法則は，並進運動のエネルギーに限らず，回転運動のエ

ネルギーや振動運動のエネルギーに対しても適用することができ，エネルギー等分配の原

理ないしはエネルギー等分配の法則と呼ばれる。ただしこの法則は，それらのエネルギー

が連続的に変化できるという古典力学的表現が意味を持つ限り正しい。実際多くの場合，

よほどの高温でない限り，分子の振動運動は量子力学的に許される最低の振動エネルギー

状態にあり，エネルギーの等分配則は成り立たない。ここでは，エネルギーの等分配の法

則を述べ，続いてこの法則を証明し，最後に法則の制約について論じることにする。

以下に引用するのは，岩波・理化学辞典（第 5 版）および Longman の Dictionary of

Physicsのエネルギー等分配則に関する記述の引用である。

等分配則（エネルギーの）　古典統計力学におけるマクスウェルボルッマン分布によれ

ば，１自由度あたりの運動エネルギーの平均値は(1/2)kTに等しい．またポテンシャルエネ

ルギーについてもある座標 qについて Bq2の形をもてば，その平均は同じく(1/2)kTである．

この一般的定理をいう・エネルギー等分配則（equipartition law of energy）ともいう．た

とえば，１原子分子からなる理想気体では，1 mol あたりの平均エネルギーは，モル分子

数を Nとして，(3/2)NkT = (3/2)RTとなり，定積モル比熱は(3/2)Rとなる．剛体的回転を

行なう 2 原子分子気体または多原子分子気体では回転運動の自由度が加わり，定積モル比

熱はそれぞれ(5/2)R，3Rとなる．また調和振動子は運動エネルギーおよび位置エネルギー

の和として１自由度あたり kTの平均エネルギーをもつ．これからデュロンプティの法則や

黒体放射に対するレイリー-ジーンズの放射法則が導かれる．これらの法則は高温度の極限

としてだけ正しいが，常温，低温では経験事実としてこれが成り立たないことが多い．こ

れはミクロの世界で古典力学が破綻することを示している．この認識から量子論が生まれ

た．量子統計力学では等分配則は成り立たない．

equipartition of energyequipartition of energyequipartition of energyequipartition of energy The principle of equipartition of energy, based on classical

statistical mechanics and enunciated by Boltzmann, states that the mean energy of the

molecules of a gas is equally divided among the various degrees of freedom of the

molecules. The average energy of each degree of freedom is equal to (1/2)kT, where k is

the Boltzmann constant and T is the thermodynamic temperature.

In the late nineteenth century the principle was extended to the vibrations of atoms

in crystals and to electromagnetic radiation in a cavity (see black-body radiation). Some

of the results were consistent with experiment within certain conditions; for ex-ample,

the principle predicts *Dulong and Petit's law for the specific heat capacities of solids,

which was verified for most substances at the temperatures that were then attainable.
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In the case of radiation the principle led to difficulties and Planck proposed the

quantum theory ( 1900) to overcome these. This led to extensive research, for example,

the case of the Nernst and Lindemann vacuum calorimeter to measure specific heat

capacities at low temperatures. At the time of the first Solvay Conference (191l) leading

scientists agreed that the equipartition principle was untenable in general, although it

is an admissible approximation in certain cases, especially at high temperatures.

古典力学によれば，物体の重心のα (= x, y or z)方向への並進運動のエネルギーは
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αα ==  (Eq.1)

と表すことができる。ここで，m，vαおよび pαは物体の質量，物体の重心のα方向への速度

および運動量である。

次に 2 原子分子のような簡単な物体の回転のエネルギーを考えよう。右下図のような分

子の重心を通り，分子軸に垂直な軸まわりの回転

を対象にする。この場合重心は
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である。古典力学によれば，重心に垂直な軸のま

わりで角速度ωで回転する分子の回転エネルギー

は次のようになる。
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質点系ないしは剛体系において，質点の質量と回転軸から質点までの距離の２乗との積の

全質点に関する和を慣性モーメントmoment of inertia Iという。この場合には，
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である。また，この場合の角運動量は次のようになる。
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以上より，回転のエネルギーは

    E I l
I

= =1
2 2

2
2

ω                                  (Eq.2)

と表すことができる。

上式を導くのに使った回転軸は，もう１つ独立に選ぶことができる。新しく選んだ回転

軸ともとの回転軸は分子軸に関して，90度回転した関係にある。一般に分子のような物体

の回転を扱う場合，その物体の重心を原点とする物体に固定の直交座標系(X, Y, Z)が使われ
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る。これらの各軸のまわりでの回転のエネルギーは(Eq.2)式の形で表される：

　　 ZYXa
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lIE
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2 === ω                        (Eq.3)

ここで， aI および al はa軸に関する慣性モーメントおよび角運動量である。直線分子の場

合，分子軸を Zとすると，この軸に関する慣性モーメントは 0である。すなわちこの軸の

まわりでの回転はないことになる。これは，直線分子の回転の自由度が 2であることに対

応する。

  回転運動のエネルギー式を並進運動のエネルギー式と比べると，
    p l m I v↔ ↔ ↔, , ω

の対応関係が成立することが分かる。この対応関係使えば，並進運動系において成立する

関係式を，回転運動系の式に書き直すことができる。（剛体系の力学は一度はきちんとや

る必要があるが，対応関係さえ理解していれば，詳細は忘れてしまっても構わない。）

一般に，分子や固体などの物体において，それを構成する原子間に束縛がある。このた

め，物体のもつ運動の自由度のほとんどは，振動運動の自由度だと云える。実際には，こ

れらの物体における振動運動は複雑な様相を呈するが，多くの場合，その振動運動の基本

は単純な調和振動子で理解できる。調和振動子とは，一端を固定したバネに質量mの粒子

を固定し自由に振動できるものと考えることができる。この調和振動子のエネルギーは
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2

2
1

2
Kq

m
pE += (Eq.4)

と表されれる。ここで，pは粒子の運動量，Kおよび qはバネ定数およびバネの変位であ
る。（ ( ) ( ) ==−==== pKqftmAqmptAq ,cos,sin ωωω

qm 2ω− ）

以上述べたエネルギーの例はすべて変数 yについて By2の形を持つ。温度 Tの系中の分

子などの対象が，このエネルギーを取る確率はボルツマン分布
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に従う。変数 yが連続的に変化する時には，上式を yの取り得る範囲で積分すれば 1にな

るはずである（確率の和は 1）。これより，上式の定数は
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と求まる。式(Eq.5)を使うと By2の平均値は次のように表される。

　　　 ( )
dy

kT
By

dy
kT
ByBy

dyByPByBy

∫

∫
∫ ∞+

∞−

+∞

∞−
∞+

∞−






−







−

==
2

2
2

222

exp

exp



4
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さらにこの計算をすすめるためには，積分 ( )dyBy∫
+∞

∞−

− 2exp β を実行することが必要になる。

しかし，この積分には，Laplace変換が必要で，残念ながら，君達の知識では実行不可能

であるので，数学公式の結果を引用しておこう。岩波全書・数学公式 I §50 Laplace変換

の型の定積分 233p
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この積分の結果を使えば，(Eq.6)の平均値は
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と求まる。以上エネルギー等分配則が証明できた。

エネルギーが By2の形を持ち，ほぼ連続的に変化するとみなせる（近似できる）なら，

その平均値は(1/2)kTで近似できる。量子力学を適用する限り，系を構成する分子などの対

象の取るエネルギーは不連続的である。しかし，系の体積がよほど小さくない限り，並進

運動のエネルギーの平均値は 1自由度あたり(1/2)kTとしてよい。回転運動のエネルギーに

関しては微妙である。室温では，エネルギーの等分配則が適用できるが，低温では成り立

たない。分子の振動運動では，室温でもエネルギーの等分配則まったく成立しない。具体

的な例を演習問題で考える。
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補足 1

2原子分子の回転のエネルギーの平均値は，演習問題で与えられているように，
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となる。数 10K以上の温度ではこの平均値の計算をするのに回転の量子数 Jを大きな値ま

で採用することが必要になる。このことは，
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の近似が成立することを意味する。従って，エネルギーの平均値は

　　　 kT
d
d ==≈

β
β
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と求められる。

注：この計算は，回転の 2つの自由度を同時に扱っていることになっている。従って，古

典力学のエネルギーの等分配の法則の結論と一致する。

補足 2

( )dyBy∫
+∞

∞−

− 2exp β の計算で必要なのは，β に関する部分だけである。この情報だけなら，

変数変換 xyB =β から，次のように知ることができる：
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ここで， ( )dxx∫
+∞

∞−

− 2exp はβとは無関係の単なる定数である。
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理想気体 ideal gasの熱力学的基本関係式

　内部エネルギ－Ｅ，エンタルピ－Ｈ，ヘルムホルツ(Helmholtz)自由エネルギ－Ｆおよ
びギブズ(Gibbs)自由エネルギ－Ｇは，（　，　，　）内の変数を独立変数として，形
式上次のような関数として表現される。

　　　Ｅ　＝　Ｅ（Ｓ，Ｖ，Ｎ），　　Ｈ　＝　Ｈ（Ｓ，Ｐ，Ｎ）

　　　Ｆ　＝　Ｆ（Ｔ，Ｖ，Ｎ），　　Ｇ　＝　Ｇ（Ｔ，Ｐ，Ｎ）　　　　　（Ｉ１）

ここでＳ，Ｖ，Ｎは系のエントロピ－，体積，モル数である。これらの量は，もし同等

な系をもう１個用意し，これら同等な系２個を合わせたものを新しい系とするならば，

２倍になる性質を持った量である。このような量は示量変数 extensive variables 呼ばれ
る。一方，Ｔ，Ｐは系の温度，圧力で，Ｓ，Ｖ，Ｎと違って，同等な合成系をつくって

も，不変である性質を持つ量である。後者のような量は示強変数 intensive variablesとい
われる。

　示強変数の数学的意味を調べてみよう。Ｅの微分形はつぎのようになる。
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ここで，
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　＝　Ｔ，温度 temperature,
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  ＝ 　Ｐ，圧力 pressure
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
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∂

　＝　μ，electrochemical potential　　　　　　　　　　　　　（Ｉ３）

示強変数μは化学ポテンシャルと呼ばれる量で，化学成分がいくつもある場合には，そ

れぞれの成分に対して，chemical potentialが定義される。成分が１個しかない場合（１
成分系）には，これは１モル当たりのギブズ自由エネルギ－と一致する。実際平衡関係

を論じるために，テキストで使われている，１モル当りのギブズ自由エネルギ－は厳密

には，chemical potential である。多成分系に対するギブズ自由エネルギ－と化学ポテン
シャルの関係を与えておこう。
　　　Ｇ　＝　 rr NNN µµµ +++ 2211 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ４）

ここで，µ i，Niは i成分の化学ポテンシャル，モル数である。

　前節で述べたＴ，Ｐ，μは，定義から明らかに，Ｓ，Ｖ，Ｎの関数である。すなわち，

　　　Ｔ　＝　Ｔ（Ｓ，Ｖ，Ｎ），　　Ｐ　＝　Ｐ（Ｓ，Ｖ，Ｎ）

　　　μ　＝　μ（Ｓ，Ｖ，Ｎ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ３′）

という関数形で表される。これらの関係式は状態方程式 equations of stateと呼ばれる。
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系の熱力学的性質は，これらの関係式で完全に理解できる。この意味で，これらの関係

式は全体で，熱力学的に完全な状態方程式を構成するといえる：（Ｉ２）は（Ｉ３´）

のすべての関係が完全に与えられれば，決定できる。

　以上熱力学の基本式に対する数学的表現を形式的にまとめた。次にこれらが，理想気

体の場合に，どのような具体的関数形を取っているのか，調べてみよう。ここでは示量

変数は１モルあたりの量を対象にすることにしよう。これら１モル当りの変数として次

の記述法を使うことにする。

　　ｅ　＝　Ｅ／Ｎ，　ｓ　＝　Ｓ／Ｎ，　ｖ　＝　Ｖ／Ｎ，

　（ｈ　＝　Ｈ／Ｎ，　ｆ　＝　Ｆ／Ｎ，　ｇ　＝　Ｇ／Ｎ　＝　μ）　　　（Ｉ５）

　理想気体に対してはつぎの２式が成立する。

　　　　　　　Ｐｖ　＝　ＲＴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ６）

　　　　　　　　ｅ　＝　ｃＲＴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ７）

ｃは定数で希ガスの場合には 3/2，二原子分子からなる気体の場合には 5/2 である。と
ころで，（Ｉ１）によれば

　　ｅ　＝　ｅ（ｓ，ｖ）　≡　Ｅ（Ｓ／Ｎ，Ｖ／Ｎ，１）；

　　　　　　　 Ｅ（Ｓ，Ｖ，Ｎ）　≡　Ｎ×Ｅ（Ｓ／Ｎ，Ｖ／Ｎ，１）
であり，ｅはｓとｖとを使って表されるはずである。この表現を得るためには以下のよ

うにすればよい。

　関係式：
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を使えば，（Ｉ２），（Ｉ３），（Ｉ

５）より

　　ｄｅ　＝　Ｔｄｓ　－　Ｐｄｖ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ８）

となる。この式は次のように書き換えられる。

　　ｄｓ　＝　（１／Ｔ）ｄｅ　＋　（Ｐ／Ｔ）ｄｖ　　　　　　　　　　　（Ｉ９）

この式における係数は理想気体に対する２つの基本式（Ｉ６），（Ｉ７）より，

　　１／Ｔ　＝　ｃＲ／ｅ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１０）

　　Ｐ／Ｔ　＝　Ｒ／ｖ   　　　　　　　　　　　　　　　　　　   　　（Ｉ１１）
であるので，（Ｉ９）は結局次のようになる。

　　ｄｓ　＝　ｃＲ（ｄｅ／ｅ）　＋　Ｒ（ｄｖ／ｖ）　　　　　　　　　（Ｉ１２）

従ってｓは

　　　　　　 





+





+=

00
0 lnln

v
vR

e
ecRss 　　　　　　　　　　　　  　　（Ｉ１３）

と与えられる。この式は書き換えれば，
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　　　　　　 ( )


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
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e
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/1

00
0 ln/

であり，これより，目的の１モル当りの内部エネルギ－eはｓ，ｖの関数として，次の
ように書き表せることが分かる。

　　　　　　 




 −






=

cR
ss

v
v

ee
c

0
/1

0
0 exp 　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１４）

この式の微分を実行し，基本的関係の成立を調べておこう。

　　　　　
∂
∂
e
s

e
cR

T= = ，　
∂
∂

e
v c

e
v

cRT
cv

P= − ⋅ = − = −1
　　　　　　　　　（Ｉ１５）

　理想気体に対する基本式（Ｉ７）とエントロピ－の表式（Ｉ１３）より，理想気体の

エントロピ－にたいしては，次の表現も可能であることが導ける。

　　　　 





+





+=

00
0 lnln

v
vR

T
TcRss 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１６）

さらに（Ｉ６）の関係を使えば，次のような表現も可能である。

　　　　 





++





+=

00
0 ln)1(ln

v
vRc

P
PcRss 　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１７）

　　　　 




+





++=

P
P

R
T
TRcss 0

0
0 lnln)1( 　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１８）

　理想気体のエンタルピ－は次の（Ｉ１９）で与えられる。（Ｉ１８）とｈの定義：

　　ｈ　＝　ｅ　＋　Ｐｖ　＝　（ｃ＋１）ＲＴ

より

　　　　　 





−





++=

00
0 lnln)1(

P
PR

h
hcss

の関係を導くことができる。従ってｈは次のように書ける。

　　　　　　 





+
−







=

+

Rc
ss

P
Phh

c

)1(
exp 0

)1/(1

0
0 　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ１９）

ここで

　　　
∂
∂
h
s

h
c R

T=
+

=
( )1

，　
∂
∂

h
P

h
c P

RT
P

v=
+

= =
( )1

　ヘルムホルツの自由エネルギ－を得るには、定義：ｆ＝ｅ－Ｔｓに（Ｉ１６）を代入

すればよい：

　　　 f cRT s T cRT T T RT v v= − − −0 0 0ln( / ) ln( / )　　　　　　　　　　（Ｉ２０）
この微分に対する基本関係の成立は明らかである。

　ギブズ自由エネルギ－は，定義：ｇ＝ｈ－Ｔｓと（Ｉ１８）より
　　　g c RT c RT T T RT P P s T= + − + + −( ) ( ) ln( / ) ln( / )1 1 0 0 0 　　　　　　（Ｉ２１）
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と与えられる。この式はテキスト 97頁(15)式をより一般化したものに対応する。実際，
温度Ｔを一定とすれば，この式は

　　　　g g RT P= +0 ln
となり、まさにテキストと同じになる。ｇのＴ、Ｐに関する微分は次のようになる。

　　　 ss
P
PR

T
TRc

T
g −=−





+





+−= 0

00

lnln)1(
∂
∂

， vPRT
P
g == /

∂
∂

　　　　　　　　　

ところで，（Ｉ１４）式はＥ＝Ｅ（Ｓ，Ｖ，Ｎ）の形に書き換えれば，

　　　　 





−











=

−+

RcN
S

cNR
S

V
V

N
NEE

ccc

0

0

/1

0

/)1(

0
0 exp 　　　　　　　　　　（Ｉ２２）

となる。定義（Ｉ３）より，このＥをＳ，Ｖ，Ｎで微分することにより，Ｔ，Ｐ，μを

計算できる。Ｔ，Ｐについては既に求めたものと同じである。化学ポテンシャルは次の

ように求まる。

　　　 gsTPve
cR
se

c
ee

RcN
SE

N
E

cN
E =−+=−+=−





 +== 2

11
∂
∂µ 　　　　　（Ｉ２３）

一般にｇ＝μが成立することは既に述べた。ここで，理想気体の場合にも，この関係が

成立していることを，確認できた。

　つぎに，数種類の理想気体が混合している場合の熱力学的関係式を論じよう。（Ｉ１

６）式より，体積Ｖを占めるＮjモルの理想気体ｊのエントロピ－Ｓjは次のように表さ

れる。

　　　 









+





+=

00
0 lnln

vN
VRN

T
TRcNsNS

j
jjjjjj ，（ｖ＝Ｖ／Ｎｊ　in　Eq．(I16)）

この式から明らかなように，理想気体の種類を特徴ずけるのは，ｓj0と定数ｃjである。

従って，いく種類もの理想気体が混合している場合のエントロピ－は

　　　 ∑∑∑ 









+











+=

j j
j

j
jj

j
jj vN

VRN
T
TRcNsNS

00
0 lnln 　　　　　　　（Ｉ２４）

となる。またこの場合における内部エネルギーは

　　　　　　　　 RTcNE
j

jj 





= ∑ 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ２５）

である。これら（Ｉ２４），（Ｉ２５）式より，Ｔを消去すれば，Ｅ＝Ｅ（Ｓ，Ｖ，Ｎ

１，Ｎ２，．．．）またはＳ＝Ｓ（Ｅ，Ｖ，Ｎ１，Ｎ２，．．．）の形になっており，他

の任意の熱力学の関係式を導くことができる。

　ところで，（Ｉ２４）は，
V

N v
V

Nv
N
Nj j0 0

= ⋅ を使って，次の形に書き換えることが

できる。
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　　 





−





+











+= ∑∑ ∑ N

N
NR

Nv
VNR

T
TRcNsNS j

j
j

j j
jjjj lnlnln

00
0 　　（Ｉ２６）

ここで， N N j
j

= ∑ である。この式における第１項から第３項までの和は

N V N Vj j/ /= ＝１／ｖ（V Vj
j

= ∑ ）に対するエントロピ－，すなわち，混合以前の等

密度，等温度の状態にある各理想気体のエントロピ－の和である：３項までの和は

( ) ( )[ ]N s c R T T R v vj
j

j j∑ + +0 0 0ln / ln / に等しい。［　］内は（Ｉ１６）より明らかに，

１モルの理想気体ｊのエントロピ－である。従って最後の項は混合のエントロピ－

“entropy of mixing”と呼ばれる。この混合のエントロピ－は理想気体に対して導いたが，
流動体の混合（理想溶液）に対しても，同様である。

　この混合のエントロピ－を∆Smとすれば，

　　　∆ ∆S N s R
N
N

N
N

R x xm m
j

j

j
j j

j

/ ln ln≡ = − = −∑ ∑ 　　　　　　　　　（Ｉ２７）

となる。ここで，ｘｊはｊ成分のモル分率である。この関係式はテキスト３章（１５）

式のより一般化された導出法である。

　上で導いた関係式を利用して，２種類の理想気体および理想溶液の混合物に対する化

学ポテンシャル（それぞれの成分１モルのギブズ自由エネルギ－）を求めよう。（Ｉ２

５），（Ｉ２６），ＰＶ＝（Ｎ１＋Ｎ２）ＲＴより明らかに，この場合におけるギブズ

自由エネルギ－Ｇ（＝Ｅ－ＴＳ＋ＰＶ）は
　　　　G T P N N N T P N T P( , , , ) ( , ) ( , )1 2 1 1

0
2 2

0= +µ µ

　　　　　　　　　　　　+
+

+
+

N RT N
N N

N RT N
N N1

1

1 2
2

2

1 2

ln ln 　　　　　（Ｉ２８）

と書ける。理想気体の場合には，µ µ1
0

2
0( , ), ( , )T P T P は，（Ｉ２３），すなわち，（Ｉ

２１）式において， ｃをｃ１，ｃ２，ｓをｓ１０，ｓ２０と置いたものである。理想溶液に

対しても類似の関数形が予想できる。

　溶質と溶媒の関係のように一方の成分に対して他方の成分が少ない場合，すなわち，

Ｎ２≪Ｎ１の場合，上式は次のように近似できる。

　　　G T P N N N T P N T P N RT N RT N
N

( , , , ) ( , ) ( , ) ln1 2 1 1
0

2 2
0

2 2
2

1

≅ + − +µ µ 　（Ｉ２９）

ここで， ( ){ }ln ln / / ln ,
N

N N
N N

N
N

N
N

N
N N

N
N

1

1 2
2 1

2

1

2

1

2

1 2

2

1

1 1 1
+

= + ≅ −






 ≅ −

+
≅ の近似

を使った。

　モル分率ｘ１，ｘ２は

　　　　　 x
N

N N
x

N
N N

x x1
1

1 2
2

2

1 2
1 2 1=

+
=

+
+ =, ,

であるので，（Ｉ２８）より，成分１，２の化学ポテンシャルは次のようになる。
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µ ∂
∂

µ

µ ∂
∂

µ

1 1
1

1
0

1 1 2

2 2
2

2
0

2

1( , , ) ( , ) ln ,

( , , ) ( , ) ln

T P x G
N

T P RT x x x

T P x G
N

T P RT x

= = + = −

= = +
　　　　　　　（Ｉ３０）

これらは，Ｎ２≪Ｎ１の場合，（Ｉ２９）からの，直接計算，または，（Ｉ３０）にお

いて，ｘ１＝１－ｘ２，０＜ｘ２≪１と置くことにより，次のようになる。

　　　　　　　　
µ µ
µ µ

1 2 1
0

2

2 2 2
0

2

( , , ) ( , )
( , , ) ( , ) ln
T P x T P x RT
T P x T P RT x

≅ −

≅ +
　　　　　　　　　　（Ｉ３１）

なお，最後の関係式（Ｉ３１）は，７章の，蒸気圧降下，凝固点降下，沸点上昇，浸透

圧といった，束一的性質 colligative Propertiesを論じるために役立つ表現である。
　（Ｉ３０）は標準的な熱力学のテキストで，溶媒および溶質の自由エネルギ－として

与えられているものであり，ここで行った，一般的な導き方とは違って，現象論的なや

り方で導かれている。その場合，（Ｉ３０）の第二の関係式は，重量モル濃度ｍを使っ

た表現になっている。（Ｉ３０）の第二式の重量モル濃度ｍによる書き換えの問題に触

れておこう。

　溶媒の分子量をＭ１とすれば，重量モル濃度ｍは，定義より

　　　　 ( ) 11

2

11

2 1000
1000/ MN

N
MN

Nm == 　　　　　　　　　　　　　　（Ｉ３２）

従って，

　　　　 [ ]{ } 111
1

2 /1000/
1000

NMmmNMN ⋅=⋅=

故に，

　　
[ ]

[ ] [ ] [ ] 000
1

0

1
1

1
2 /1000

/1000/
/1000/1

/1000/
m
mk

m
m

M
mMm

Mm
Mmx ⋅≡⋅=≅

+
= 　（Ｉ３３）

ここで，m mol Kg0 11≡ ⋅ − である。上の関係を（Ｉ３０）の第二式に代入すれば，
　　　　 ( )0

0
0
22 /lnln mmRTkRT ++=µµ 　　　　　　　　　　　 　　（Ｉ３４）

となる。この式において，右辺の初項と第二項の和を改めて標準状態の自由エネルギ－

と置いたものが，一般のテキストで与えられているものである：P.W. Atkins, Physical

Chemistry, fourth edition, p181(1990, Richard Clay Ltd)
  　
参考書：Herbert B. Callen,

         Thermodynamics and an Introduction to Thermostatics, Second edition
         (1985, John Wiley ＆ Sons, Inc.)
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理想ファン理想ファン理想ファン理想ファン・デル・デル・デル・デル・ワ－ルス流動体・ワ－ルス流動体・ワ－ルス流動体・ワ－ルス流動体 ideal van der Waals fluidの熱力学的関係式の熱力学的関係式の熱力学的関係式の熱力学的関係式

　前章で述べたように，理想気体では，Ｐ／Ｔ＝Ｒ／ｖの関係が成立する。しかし，実

際の気体では，

　　　
P
T

R
v

B T
v

C T
v

D T
v

= + + + +





1 2 3

( ) ( ) ( )
　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１）

のように，ｖの逆ベキに関して展開される項が存在することが知られている。ここで，

B(T),C(T)等は，第二ビリアル係数，“second virial coefficient”第三ビリアル係数“third
virial coefficient”等と呼ばれる。この式から明らかなように，モル体積ｖが大きければ，
すなわち，希薄であれば，気体はすべて理想的に“ideally”振る舞う。しかし，逆に密
度が大きくなれば，理想気体からのずれは，無視できなくなる。

　前に論じたように，１モル当たりのヘルムホルツの自由エネルギ－ｆはＴ，ｖを独立

変数とするｆ＝ｆ（Ｔ，ｖ）と定義される関数で，かつ P
v
f

T

−=





∂
∂

を満たす。従っ

て，（Ｗ１）より，

　　　 ( )f T v f T v RT B T
v

C T
v

D T
videal, ( , ) ( ) ( ) ( )= + + + +



2 32 3 　　　　　　　　（Ｗ２）

となる。ここで，ｆideal（Ｔ，ｖ）は前章で与えた：（Ｉ２０）理想気体のモル（ヘル

ムホルツ）自由エネルギ－である。

　この式に基づいて，他のすべての熱力学量を，ｖの逆ベキの形で表すことが可能であ

る。まず，モルエントロピ－は

　　　 



 +++−=−=

dT
DTd

vdT
CTd

vdT
BTd

v
Rs

T
fs ideal

)(
3
1)(

2
1)(1

32∂
∂

　　　　（Ｗ３）

と表せる。従って，モル当たりの内部エネルギ－ｅは，定義ｅ＝ｆ＋Ｔｓより，

　　　 e e RT
v

dB
dT v

dC
dT v

dD
dTideal= − + + +





2
2 2

1 1
2

1
3

　　　　　　　　　　　（Ｗ４）

となる。ここで， s eideal ideal, は前の章で導いた理想気体のエントロピ－，内部エネル

ギ－である。原理上，（Ｗ３），（Ｗ４）の両式から，Ｔを消去すれば，ｅ＝ｅ（ｓ，

ｖ）ないしはｓ＝ｓ（ｅ，ｖ）の関数形が決定できる。形式上は他の量も，理想気体の

場合と同様に論じれる。

　気体のモル定積熱容量 molar heat capacity at constant volumeを求めよう。de = Tds =
cvdT at v = constant より cv は（Ｗ３）または（Ｗ４）から直接決定できるし，

c T s
T

T f
Tv

v v

= 





= −








∂
∂

∂
∂

2

2 を使えば，（Ｗ２）からも計算できる。結果は次式になる。

　　　 c c RT
v

d BT
dT v

d CT
dT v

d DT
dTv v ideal= − + + +









,

( ) ( ) ( )1 1
2

1
3

2

2 2

2

2 3

2

2 　　　　（Ｗ５）
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ここで，cv,idealは理想気体の熱容量で，（Ｉ１０）で述べたｃとは cv,ideal＝ｃＲの関係

にある。

　第二ビリアル係数は，中心間の距離がσからＲσの範囲にあるときのみ，互いに引力

ポテンシャルεで引き合う，剛体球からなる気体に対しては，

　　　 ( )B T b R
kT

b N A( ) exp ,= − − 





−













=0
3

0
31 1 1 2

3
ε π σ                （Ｗ６）

となることが知られている。［Molecular Theory of Gases and Liquids (Hirschfelder,　Curtiss
& Bird, John Wiley & Sons, Inc., p.158) ］ここで，ＮＡはアボガドロ数である。この B(T)

は高温（ε≪ｋＴ）においては，
　　　　　 ( )B T b b R kT( ) /≅ − −0 0

3 1 ε 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ７）

と近似できる。

　以上の議論では，分子間ポテンシャルとして，いわば，井戸型ポテンシャル square-
well potential を使った。しかし，もっと優れた分子間ポテンシャルに，Lennard-Jones

(6-12) potential:
       φ（ｒ）　＝　４ε０［（σ／ｒ）１２－（σ／ｒ）６］　　　　　　　（Ｗ８）

がある。ここで，ｒは分子間距離である。このポテンシャルを使って計算されたビリア

ル係数は，Ｒ＝1.8，ε＝0.56ε０のとき，井戸型ポテンシャルから計算されるビリアル

係数とほぼ一致する。このＲに対して，（井戸型ポテンシャルから求められた）第二，

第三ビリアル係数は，次のように与えられる。(Hirschfelder et al. p159)

　　　　

B T b
C T b

kT

( ) / .
( ) / . . . .

exp( / )

0

0
2 2 3

1 4 832
0 6250 2 085 10 118 8 430

1

= −

= − + −
= −

∆

∆ ∆ ∆
∆ ε

　　　　　　　　　（Ｗ９）

この関係を使えば，（Ｗ２）～（Ｗ５）を１／ｖ２まで計算できる。

　第二ビリアル係数の実験デ－タから求められた，井戸型ポテンシャルのσ ε, , , /b R k0

の数値は以下のようになる。(Hirschfelder et al. p160)
    

Gas R

Neon 2.382 17.05 1.87 19.5

Argon 3.162 39.87 1.85 69.4

Kripton 3.362 47.93 1.85 98.3

Nitrogen 3.299 45.29 1.87 53.7

σ( )× −10 10 m b m0
6 310( )× − ε / ( )k K

　以上は，実存の気体 real gasに対する，一般論であるが，（Ｗ１）式から明らかなよ
うに，モル体積ｖが小さいとき，すなわち，圧縮された状態の気体，ないしは，液体状

態に近い気体では，収束が遅く，実質上役に立たない。van der Waalsによって，1873
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年に提唱された経験式は，この圧縮された気体のみならず，さらに液体状態をも記述で

き，気体－液体の相転移も扱うことができる。この経験式はファン・デル・ワ－ルス状

態方程式と呼ばれ，次のように書き表せる。

　　　　　
P
T

R
v b

a
v T

or P a v v b RT=
−

− + − =2
21 , ( / )( ) 　　　　　　　　（Ｗ１０）

ここで，ｂは気体分子そのものの体積，ａは分子間の引力に関係するものと解釈されて

いる。これを，次のようにして，確認しよう。

　この式をｖの逆ベキで展開すると，

　　　

P
T

R
v v v

a
T

R
v

b
v

b
v v

a
T

R
v v

b a
T

b
v

=
−







− = + + +






 −

= + −





+ +










1
1 1

1 1 2 1

1 1 2

2

2

2 2

2

2

/

となる。（Ｗ１）との比較より明らかに
　　　　　 B T b a T C T b( ) / , ( )= − = 2 2　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１１）

の対応関係がある。さらに，ここで求めたＢ(Ｔ)は（Ｗ７）と同じものであるので，

　　　 ( )b b N a b R
kA= = 

















= −0

3

0
34 4

3 2
1π σ ε, 　　　　　　　　　　　（Ｗ１２）

の関係が成立していることを確認できる。これにより，気体に対する物理的洞察から導

入されたパラメ－タａ，ｂを，統計力学的計算結果を用い，より定量的に評価できる。

ところで，ｂは１個の分子の体積のＮＡ倍にはなっていない。これは，排除体積効果

excluded volume effectといわれるもので，気体および液体中でその範囲内へは他の分子
が入れないという意味で実質上１個の分子の占める体積に関係する。半径σ／２ の球
形分子に対して，他の分子は半径σより内側には近づけない。すなわち，この中心分子

は
4
3

3π σ の体積を占めることになる。このことはもう一方の分子に対してもいえるので，

１個の分子の占める体積は実際には上に求めた値の半分になる。

　van der Waals状態方程式は，理想気体のところで論じたように，これだけでは，熱力
学的に完全ではない。もう１個，次の形の状態方程式があるべきである。

　　　　１／Ｔ　＝　ｙ（ｅ，ｖ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１３）

（理想気体の章ではっきりとは述べなかったが，２つの状態方程式Ｔ（ｅ，ｖ），Ｐ（ｅ，

ｖ）さえあれば，第３の状態方程式μ（ｅ，ｖ）は，前章で実際やったように，導くこ

とができる：独立変数はｅ，ｖの２個であり，状態方程式は２個で完全といえる。）

（Ｗ１０），（Ｗ１３）という２つの状態方程式を用い，

　　　　　ds
T

de P
T

dv= 





+ 





1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１４）

の関係を積分すれば，ｓ＝ｓ（ｅ，ｖ）の基本式が得られるはずである。ところで，
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ve
s

ev
s

∂∂
∂

∂∂
∂ 22

= の関係より，

　　　　　
ve T

P
eTv






=







∂
∂

∂
∂ 1

ここで，

　　　　　

v

ve

Tev
a

Tv
a

bv
R

eTv






−=






 −

−
=







1

11

2

2

∂
∂

∂
∂

∂
∂

従って，

　　　　　
∂

∂
∂

∂( / ) ( / )1
1 1

v T e a Te v





 = 




　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１６）

でなければならない。すなわち，関数ｙ（ｅ，ｖ）は１／ｖ，ｅ／ａに関する微分が等

しくなるように，変数１／ｖ，ｅ／ａに依存しなければならない。これが可能な関数の

１つとして，ｙが（１／ｖ＋ｅ／ａ）の関数である場合が考えられる。ところで，理想

気体の場合

　　　　　
1
T

cR
e

cR a
e a

= = /
/

これは，

　　　　　
1

1T
y cR a

e a v
cR

e a v
( ) /

/ / /
= =

+
=

+
　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１７）

を示唆している。（Ｗ１０），（Ｗ１７）の状態方程式を満たす流動体は，理想ファン・

デル・ワ－ルス流動体“ideal van der Waals fluid”と呼ばれる。（Ｗ１７）を（Ｗ１０）に

代入すれば，次のようになる。

　　　　　
P
T

R
v b

acR
ev av

=
−

−
+2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ１８）

従って，

　　　　　
ds cR de

e a v
a
v

dv
e a v

R dv
v b

cRd e a v Rd v b

=
+

−
+





 +

−
= + + −

/ /
ln( / ) ln( )

2

となる。この積分により，理想 van der Waals流動体のモルエントロピ－は

　　　　　 s s cR e a v
e a v

R v b
v b

= + +
+







 + −

−






0

0 0 0

ln /
/

ln  　　　　　　　　　　（Ｗ１９）

と表される。これは，理想気体のモルエントロピ－（Ｉ１３）において，ｅ，ｖをそれ

ぞれ，ｅ＋ａ／ｖ，ｖ－ｂで置き換えたものに相当している。この式を書き換えれば内

部エネルギ－ｅは次のようになる。
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　　　　 e s v e a
v

v b
v b

s s
cR

a
v

c

( , ) exp
/

= +








−
−









−





−
−

0
0 0

1

0 　　　　　　　　　（Ｗ２０）

この式は理想気体の（Ｉ１４）に対応する。これをＥ（Ｓ，Ｖ，Ｎ）の形に直せば，

　　　　 E N e a
v

V N b
v b

S N s
cR

aN
V

c

= +








−
−









−





−
−

0
0 0

1

0
2/ exp

/
/

　　　　　（Ｗ２１）

となる。

　理想 van der Waals流動体の混合におけるエントロピ－変化を調べるために，（Ｗ１
７）を（Ｗ１９）に代入し，ｓ（Ｔ，ｖ）形に，ｓを書き換えてみよう。

　　　　 s s cR T
T

R v b
v b

= +






 + −

−






0

0 0

ln ln 　　　　　　　　　　　　　　　（Ｗ２２）

なお，この式に，（Ｗ１０）の第二の表現を代入することにより，形式上次の表現も可

能である。

　　　　 s s cR P a v
P a v

c R v b
v b

= + +
+







 + + −

−






0

2

0 0
2

0

1ln /
/

( ) ln 　　　　　　　　　（Ｗ２３）

　　　　 





+
+−





++= 2

00

2

0
0 /

/lnln)1(
vaP
vaPR

T
TRcss 　　　　　　　 　　　 （Ｗ２４）

形式上，これらの関係式は，（Ｉ１６）～（Ｉ１８）においてＰ，ｖをＰ＋ａ／ｖ２，

ｖ－ｂと置き換えることより導ける。

　以上の議論，および（Ｉ１６）と（Ｗ２２）の比較より明らかに，理想 van der Waals
流動体を混合した場合のエントロピ－は（Ｉ２６）のＶをＶ－Ｂ＝Ｎｖ－Ｎｂとすれば

よいことが理解できる。従って，この場合の混合のエントロピ－は理想気体の場合と全

く同じである。
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一般理想気体 general ideal gasの熱力学

　これまで扱ってきた理想気体を単純理想気体 simple ideal gasと呼び，ここで扱うより
一般化された理想気体を一般理想気体 general ideal gasと呼び，両者を区別することに
する。単純理想気体では，その振る舞いがすべての温度，体積で仮定されているため，

そこで計算された熱力学量は，現実の気体の熱力学量の測定値と外れることも多い。そ

れに，熱力学の第三法則，すなわち，ネルンストの定理 Nernst theoremが満たされてい
ないという，根本的矛盾も含まれる。ここでは，この単純理想気体を一般化して，実存

の気体の性質を説明できるよう，単純理想気体のモデルを改良することにする。

　機械的な状態方程式（Ｉ６）：Ｐｖ＝ＲＴはここでも仮定する。しかし，内部エネル

ギ－ｅは，現実に測定可能な

　　　　　　 e e c T dTvT

T
= + ∫0

0

( )' '　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｇ１）

の関係を使うことにする。ここで，Ｔ０は任意に選んだ基準温度であり，ｃｖ（Ｔ）は

気体のモル熱容量で：ｃｖ＝Ｔ（ｄｓ／ｄＴ）ｖ，かなりの温度範囲でｃｖ≅ ｃＲとなる
ことが知られている。従って，温度Ｔ０が低すぎることがない限り，ｅ ≅  ｅ０+ ｃＲ（Ｔ

－Ｔ０）となる。

　（Ｇ１）であれば，ｄｅ = ｃｖ（Ｔ）ｄＴ，この関係とＰ／Ｔ＝Ｒ／ｖを（Ｉ９）

に代入すれば，

　　　　　ds c T
T

dT R dv
v

v= +( )
　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｇ２）

となる。この関係を積分することにより，

　　　　　 





+′

′
′

+= ∫
0

0 ln
)(

0 v
vRTd

T
Tc

ss
T

T
v 　　　　　　　　　　　　 （Ｇ３）

を得る。この関係を（Ｉ１６）と比較するとき，

　　　　　 Td
T
Tc

T
TcR

T

T
v ′

′
′

⇔





∫

0

)(
ln

0

　　　　 　　　　　　　　　　　 （Ｇ４）

の対応関係があることがわかる。もし，ｃｖ（Ｔ′）＝ｃＲなら両者は完全に一致する。

すなわち，（Ｇ３）でｃｖ（Ｔ′）＝ｃＲ（一定）とすれば，これは単純理想気体のエ

ントロピ－と一致する。逆に，単純理想気体において，（Ｇ４）の左を右で置き換えれ

ば，単純理想気体のエントロピ－は，一般理想気体のエントロピ－に変わる。

　数種類の一般理想気体が混合している場合，以上の議論と（Ｉ２６）より，そのエン

トロピ－は

　　　　 ∑∫∑∑ −





+′

′
′

+=
j

jj

T

T

vj

j
jj

j
j xxNR

v
vNRTd

T
Tc

NsNS lnln
)(

0
0

0
　　　（Ｇ５）

と書ける。また，混合気体の内部エネルギ－は，（Ｇ１）より明らかに，
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　　　　 TdTcNeNE
T

T vj
j

jj
j

j ′′+= ∫∑∑ )(
0

0 　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｇ６）

となる。形式的には，これら(Ｇ５)，（Ｇ６）両式から，温度Ｔを消去すれば，Ｅ　＝

Ｅ（Ｓ，Ｖ，Ｎ１，Ｎ２，…）ないしはＳ　＝　Ｓ（Ｅ，Ｖ，Ｎ１，Ｎ２，…）を得る。

すなわち，これら両式より，混合した一般理想気体の任意の熱力学量を導くことができ

る。

　上記の一般理想気体が混合している系のギブズ自由エネルギ－Ｇ＝Ｅ－ＴＳ＋ＰＶ

は以下のように表される：
　　　　G N j

j
j= ∑ µ  ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｇ７）

　　　　 [ ]µ φj j jRT T P x= + +( ) ln ln  ,　　　　　　　　　　　　　　 　（Ｇ８）

　φ j
j j

vjT

T vj

T

T
T

e
RT

s
R

P T
T RT

c T dT
R

c T
T

dT( ) ln ln ( )
( )' '

'

'
'= + − − −







 + −∫ ∫0 0

0
0

1 1 1
0 0

 （Ｇ９）

混合一般理想気体中のｊ成分の化学ポテンシャル,ないしは，部分ギブズ自由エネルギ

－partial molar Gibbs potentialは（Ｇ８）式で与えられる。
 （Ｇ９）のφj(Ｔ)は近似的には

　　　　 ( ) ( ) ( )[ ]








−−−++
−

≅ 0
0

0
00 ln/ln11 P

R
s

TTc
RT

RTce
T j

j
jj

jφ 　　　   （Ｇ１０）

となる。（Ｉ２１）において， ( )jjjjj PxPPRTgg =+= ln0 とするとき，

　　　　 ( ) ( )[ ]








−−−+= 0
0

0
0 ln/ln11 P

R
s

TTcRTg j
jj

であり，当然予想されるように，｛　｝内は同じものである。
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理想気体における化学反応

　化学反応は形式的には
　　　　０　↔　 ν j

j
jA∑ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１）

と書くことができる。ここで，Ａｊは化学成分ｊを表し，νｊはｊに対する化学量係数

stoichiometric coefficientである。たとえば化学反応方程式
　　　　２Ｈ２　＋　Ｏ２　↔　２Ｈ２Ｏ

に対しては，Ａ１＝Ｈ２，Ａ２＝Ｏ２，Ａ３＝Ｈ２Ｏ，ν１＝－２，ν２＝－１，ν３＝＋２

を意味する。

　化学反応とモル数の関係を考えよう。化学反応におけるｊ成分のモル数の変化ｄＮｊ

は（Ｃ１）より，他のすべての成分のモル数の変化と関連しており，

　　　　
dN dN dN1

1

2

2ν ν
= = = ~　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ２）

でなければならない。従って，任意の成分ｊのモル数の変化は，この比例係数因子dN~

を使って，
　　　　dN dNj j= ν ~

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ３）

と表記できる。この場合におけるギブズ自由エネルギ－の変化は

　　　　

dG SdT VdP N N
SdT VdP dN dN

SdT VdP dNj j
j

= − + + + +

= − + + + +

= − + +








∑

µ µ
ν µ ν µ

ν µ

1 1 2 2

1 1 2 2
~ ~

~

　　　　　　　　　　（Ｃ４）

と表される。

　化学反応が，一定温度，一定圧力のもとで起きるならば，平衡条件は
　　　　dG dN j

j
j= =∑ ν µ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｃ５）

すなわち，
　　　　　 ν µj

j
j∑ = 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ６）

を意味する。

　１モルあたりのギブズ自由エネルギ－ないしは化学ポテンシャルは，平衡条件を特徴

づけ，化学反応の議論には大切であるが，定圧の化学反応での熱の流れ，すなわち，反

応熱 heat of reactionも化学反応にとって重要である。この化学反応に際し，外界から反
応系へ流入する熱は，反応系のエンタルピ－変化に相当する。エンタルピ－は chemical
potentialとは次式で関係づけられる。

　　　　
,,, 21 NNPT

GTGTSGH 





−=+=

∂
∂

　　　　　　　　　　　　　（Ｃ７）
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従って，一定温度，一定圧力のもとで，微小量dN相当の化学反応が起こったときには，
エンタルピ－は

　　　　 Nd
Nd

dG
T

TNd
Nd

dGNd
Nd

dHdH
NNP

~
~

~
~

~
~

,,, 21






−==

∂
∂

　　　　　　　　　　（Ｃ８）

だけ変化する。ところで，平衡においては，（Ｃ６）が満たされる。これを上式に代入

すれば，

　　　　 





−= ∑

j
jjT

T
Nd

dH µν
∂
∂

~ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ９）

と書ける。これは平衡の近傍において成立する関係で，
dH
dN
は反応熱といわれ，正であ

れば吸熱反応 endothermic reaction，負であれば発熱反応 exothermic reactionである。
　平衡条件（Ｃ６）に（一般）理想気体の化学ポテンシャル（Ｇ８）を代入すると，
　　　　 ν ν ν φj

j
j j

j
j j

j

x P T∑ ∑ ∑= − −ln ln ( )　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１０）

が成立する。ここで，平衡定数Ｋ（Ｔ）を
　　　　ln ( ) ( )K T Tj j

j

≡ −∑ ν φ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１１）

と定義しよう。このとき質量作用の法則 mass action lawは

　　　　 x P K Tj
j

j

j

jν
ν

∏
∑

=
−

( )　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１２）

と表される。これは書き換えれば，

　　　　 ( ) jj

j
j

j
j PPxTK νν ∏∏ ==)( 　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｃ１３）

であり，Ｐｊ＝Ｐｘｊは気体ｊの分圧である。気体のφｊ(Ｔ)：１モル当たりのギブズ自由

エネルギ－をＲＴで割ったものに相当する，は一覧表になっており，それを使えば，平衡

定数Ｋ（Ｔ）は求まる。

　最後に，反応熱と平衡定数の間の関係を論じよう。（Ｃ９）式にｊ成分に対する１モル

当たりのギブズ自由エネルギ－（Ｇ８）を代入すれば，

　　　　

∑∑

∑ ∑ ∑

−−=







++−=

j
jj

j
jj

j j j
jjjjj

T
dT
dRT

xRTPRTRT
T

T
Nd

dH

)(

lnlnln~

2 φνµν

ννφν
∂
∂

　　　 （Ｃ１４）

となる。平衡においては， ν µj
j

j∑ = 0であるから，

　　　　　
dH
dN

RT d
dT

K Tln ( )= 2 　　　　　　　　　　　　　　　 　　　（Ｃ１５）

となる。これは‘van’t Hoff relation’と呼ばれる。この関係式は，いろいろな温度で平衡定

数を測定することにより，反応熱を決定できることを示す。また，テキストにあるように，
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反応熱は，主として化学結合のエネルギ－（結合エンタルピ－）で決まるので，温度によ

らず，ほぼ一定である。すなわち，

　　　　　 const
Nd

dH
RT

TK +




−≅ ~

1)(ln 　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１６）

と近似できる。

　ここで，述べた記述法は一般の物理化学のテキストとみかけ上違っている。その対応を

明らかにしておこう。まず，（Ｃ１１）の右辺は一般には，
　　　　　 ( ) RTGTjj /0∆≡∑ φν 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１７）

と記述される。また，（Ｃ９）は

　　　　　dH dN H/ ≡ ∆ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ１８）

と書かれ，∆H 0は標準状態での反応のエンタルピ－変化と定義される。この同等であ

る理由を考えてみよう。

　化学反応

　　　　　ａＡ　＋ｂＢ　↔　ｃＣ
は平衡にあり，このときの，Ａ，Ｂ，Ｃのモル数をＮＡ，ＮＢ，ＮＣとしよう。反応の微

小変化：( ) ( )NcNNbNNaNNNN CBACBA
~,~,~,, ∆+∆−∆−→ に伴うエンタルピ－の変化

は次式により与えられる。

　　　　　∆ ∆ ∆ ∆H c N H a N H b N HC A B= ⋅ − ⋅ − ⋅ 　　　　　　　　　　（Ｃ１９）

ここで，ＨＳは化合物Ｓ１モルあたりのエンタルピ－である。従って，
　　　　　∆ ∆ ∆H N cH aH bH HC A B/ = − − = 　　　　　　　　　　（Ｃ２０）

となり，標準状態で考えれば，（Ｃ１８）が成立している。ここでの議論より，反応熱

に対する理解が深まったのではないだろうか。

　（Ｃ１８）を使えば，（Ｃ１６）は一般のテキストに見られるように，

　　　　　 ( ) const
RT
HTK +∆−≅

0

ln 　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｃ２１）

と書くことができる。少し乱暴ではあるが，この関係を導くだけなら簡単である。すな

わち，

　　　　　∆ ∆ ∆ ∆G RT K G H T S0 0 0 0= − = −ln ,
の関係よりＧを消去すれば，

　　　　　ln K H
RT

S
R

= − +∆ ∆0 0

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｃ２２）

これはまさに（Ｃ２１）である。この関係があれば逆に（Ｃ１５）を得るのは容易であ

る（岩波書店，玉虫編，化学－構造とエネルギ－－，２４２ｐ）。
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固体の熱容量と固体のアインシュタイン模型 Einstein Model
―ミクロカノニカル分布：孤立系の分布に対する統計力学の１つの応用例―

　固体元素の定積熱容量は，例外（炭素，ホウ素）を除いてほとんど相等しく，ｃｖ≅ ３Ｒ
となることが知られている。これをデュロ－ン・プティの法則 Dulong-Petit lawという。固

体元素中の各原子は振動運動をしている。この原子の振動エネルギ－は，平衡点からの原

子の変位ｑ，原子の運動量ｐを用いて，

　　　　H
m

p m q= +1
2 2

2
2

2ω
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１）

と表される。ここで，ｍは原子の質量，ωは角振動数（ω＝２πν，νは振動数）である。

このように，振動を単振動をおこなう振動子，すなわち，調和振動子 harmonic oscillatorと

して表すのは近似であり，調和振動子模型といわれる。

　等分配の法則を仮定すれば，（Ｅ１）の運動エネルギ－および位置エネルギ－の平均値

は共にｋＴ／２に等しい。また，ｐ，ｑはそれぞれ，３次元空間では，独立な（ｘ，ｙ，

ｚの）３成分をもつ。従って，固体元素１モルの全振動エネルギ－は３ＮＡｋＴ＝３ＲＴに

等しい。このようにして，デュロ－ン・プティの法則は解釈できる。しかし，ここでは暗

黙のうちに，結晶中のすべての原子は同等な平衡点を占めることが仮定されている。例外

の存在は，結晶中の同等な平衡点は１種類とは限らない，ことを示している。これは固体

結晶を，平行移動により結晶全体を構成できる最少の基本胞に，分割したとき，その中の

原子は１個かそれ以上かという固体論の基本問題と関連している。

　デュロ－ン・プティの法則が成り立つ温度範囲は狭い。アインシュタインは，この結晶

の格子振動に対する調和振動子模型が全温度範囲で成立する理論を提出した。この理論は，

実験との一致は定量的には十分ではないが，簡単で，固体の性質がほぼ理解できるため，

よく用いられる。

　結晶中の原子は，固定点 fixed pointsである平衡点よりもむしろ，隣り合う原子に束縛さ

れて，調和振動している。従って，各原子は，平衡点において，独立に振動しているので

はなく，相互に強く相関しあった集団的振動運動 collective vibrational motionをおこなって

いる。N原子からなる結晶の場合，振動に対する運動方程式の独立な解は３N個であるの
で，独立な集団的運動は３N個ある。この振動の振動数は０から最大のものまで色々ある
が，振動数の小さな集団運動に比べ振動数の大きな集団運動が圧倒的に多い。すなわち，

狭い範囲にある最大値近傍の振動数が固体の性質をほぼ決めていると考えられる．これを

１つの振動数で置き換えてしまったのが，アインシュタインの近似である。すべての範囲

の振動数（とくに，振動数の小さなところは正確に扱える）をほぼ正しく取り込んだ理論

に，Debyeの理論がある。

　アインシュタインの模型では，結晶中の各原子は，同一の振動数ωで振動しており，ま

た，この振動はｘ，ｙ，ｚの３方向に対して，独立に取り扱うことができる。従って，N
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原子からなる結晶は，３N個の調和振動子の配列からなる体系とみなすことができる。量
子力学によれば，振動数ωの調和振動子のエネルギ－は

　　　　ε ν ω= +( / )1 2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ２）

である。ここでνは振動の量子数といわれ，ν＝０，１，２，…，また ＝ h  ／２π， h
はプランク定数である。調和振動子の取り得るエネルギ－は離散的な値である。（Ｅ２）

において，ν＝０とすると，調和振動子のエネルギ－はε ω= 1
2

となる。このように調

和振動子は０でない最低のエネルギ－をとる。これを零点振動といい，絶対零度でも，こ

の運動は静止しない。絶対零度における固体の内部エネルギ－はこの零点振動のエネルギ

－の合計である。以下の議論においては，計算を簡単にするため，この零点振動のエネル

ギ－を原点にとることにする。すなわち，（Ｅ２）のかわりに，

　　　　ε ω= n 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ３）

を使うことにする。ここで，ｎ＝０，１，２，…である。

　結局アインシュタイン模型は次のようになる。

①考察の対象である体系は１列に並んだ３N個の調和振動子からなる。
②各調和振動子のエネルギ－は０， ω，２ ω，３ ω，…の内のどれかである。
　体系の内部エネルギ－がＥである場合，存在する量子 ωの総数はＥ／ ωである。この
数の量子が３N 個の調和振動子に分配されている。３N個の調和振動子にＥ／ ω個の量
子 ωを分配する仕方Ωはどれくらいあるであろうか。これは，３N個の箱に， Ｅ／ ω個
の玉を配る配り方の数に等しい。従って，

　　　　Ω = − +
−

≅ +( / )!
( )!( / )!

( / )!
( )!( / )!

3 1
3 1

3
3

N E
N E

N E
N E

ω
ω

ω
ω
　　　　　　　　　　　　（Ｅ４）

となる。

　ところで，ボルツマンの定理より，S k= ln Ωであり，（Ｅ４）を代入すれば，アイン
シュタイン模型のエントロピ－が求められる。この計算のために，スタ－リングの近似

Stirling approximation
　　　　ln( !) lnM M M M≅ − 　　　（if　Ｍ≫１）　　　　　　　　　　　（Ｅ５）

を使うことにする。［Ｍ！≅ （Ｍ／ｅ）Ｍ］ここで，Ｘ＝Ｅ／ ωと置けば，

　　　　

ln ( ) ln( ) ln ln

( ) ln ( ) ln ln

( ) ln( ) ln

ln( ) ln( / )

Ω ≅ + + − −

= + + − −

= + + −

= + + +

3 3 3 3

3 1 3 1 3 3

3 1 1

3 1 1 1

N X N X N N X X

N Y N Y N Y NY

N Y Y Y Y
N Y Y Y

となる。ここで，Ｙ＝Ｘ／３Nとおいた。これより明らかに，モルエントロピ－は

　　　　 




 ++





+=

e
e

e
eR

e
eRs 0

00

1ln31ln3 　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ６）

と書き表せる。ここで，
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　　　　e N A0 3≡ ω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ７）
である。表式（Ｅ６）は，アインシュタイン模型での，固体の熱力学的基本方程式である。

なお，このモデルでは表式（Ｅ６）から明らかなように，体積効果は取り込まれていない。

これは，このモデルでは，始めから，体積は考慮されていなかったためである。

　（Ｅ６）の両辺の微分ないしは1/ /T s e= ∂ ∂ を求めよう。

　　　　 




 +=

e
e

e
R

T
0

0

1ln31
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ８）

これを書き換えれば，モル内部エネルギ－は次のように表せる。

　　　　 ( ) 1/exp
3

−
=

kT
Ne A

ω
ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ９）

これを微分すれば，モル熱容量ｃｖは

　　　　
( )

( )[ ]
2

21/exp
/exp3








−
=

kTkT
kTRcv

ω
ω

ω
　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１０）

と表される。 ω / k E≡ Θ は Einsteinの特性温度と呼ばれ，固体の融解温度の程度の値を使

えば，低温の部分を除いて，ｃｖの計算値は実験値とほぼ一致する。この特性温度を用いて，

モル熱容量は次のように表現できる。
　　　　　 ( )TRfc EEv /3 Θ= 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１１）

　　　　　 ( ) [ ]2

2

1)exp(
)exp(

−
=

x
xxxf E 　　　　　　　　　　　　　　　　　 　（Ｅ１２）

ところで，高温の場合，ｘ≪１であり，

　　　　 ( ) 1
)12/1(
)2/1(

1
22

22

2

2

≅
−+++

+++≅
− xx

xxx
e

ex
x

x

従って，高温ではｃｖ→３Ｒ，すなわち，デュロ－ン・プティの法則の成立が確かめられる。

　ここでは，統計力学の１つの基本的な仮定，ないしは，手法が使われている。以下に，

これについて，まとめておく。

－－ミクロカノニカル集団 microcanonical ensemble－－

　アインシュタイン模型のもとで，固体の熱容量を計算するのに，次のような考え方を使

った。

①３N個の調和振動子からなる体系を用意し，これらの調和振動子に，体系のエネルギ－
ＥをＥ／ ω個の等エネルギ－ ω（量子）に分割し，調和振動子に分配した。この分配
の仕方は，（Ｅ４）式のΩ通りである。

②上の任意の一通りのエネルギ－分配に対して，１つの（仮想的な）体系を対応させるこ

とができる。これらの体系の中には，１個の調和振動子にすべての，すなわち， Ｅ／

ω個のエネルギ－量子を全部分配してしまったものも含まれる。エネルギ－の分配の仕
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方は全部でΩ通りあるのだから，全エネルギ－量はＥでかつ,調和振動子に分配されてい

るエネルギ－量が異なる体系はΩ個存在する。

③Ω個の体系は，すべて等しい確率でもって実現されると考えられる。これは，統計力学

における基本的な仮定で，等重率の原理と呼ばれる。同等に実現される状態数Ωに対し

て，エントロピ－は

　　　　　　S k= ln Ω
　と定義される。

　上記の，エネルギ－は一定であるが，調和振動子に分配されているエネルギ－は異なる

Ω個の体系が構成する集団（ないしは集合）のような統計集団をミクロカノニカル集団

microcanonical ensemble（小正準集団）と呼ぶ。ミクロカノニカル集団は，孤立した体系が

熱平衡に達している場合を表現していると想定される。一般に，ミクロカノニカル集団に

おける状態数Ωは体系のエネルギ－，体積，モル数の関数：Ω＝Ω（Ｅ，Ｖ，Ｎ）である。

　ミクロカノニカル集団は孤立系を統計力学的に扱うための重要な理論的基盤である。こ

こで扱った，（Ω個の内のどれをとっても，その）任意の体系が実現する確率は１／Ωで

ある。このようなミクロカノニカル集団における（体系の）分布をミクロカノニカル分布

（小正準分布）という。以上，ここでは，熱力学量を導くのに，ミクロカノニカル集団と

いう，統計力学の基本原理の１つを用いたのである。

　ここで，物理量の平均の意味を考えておこう。一般に孤立系における任意の物理量の平

均は，それを長時間にわたって観測した場合の時間的平均である。ところで，ミクロカノ

ニカル集団を構成する体系間には相互作用があり，時間とともに，等確率で，一つの体系

から次の体系へと次々に移っていくと想定される。従って，物理量の時間平均とミクロカ

ノニカル集団における平均とは等しくなると考えられる。これはエルゴ－ドの定理として

知られ，現在も研究中の統計力学上の問題を含んでいる。

　（Ｅ９）式の別の導き方も紹介しておこう。調和振動子は，０， ω，２ ω，３ ω，
…というエネルギ－を取るのだから，その平均のエネルギ－は，ボルツマン分布に基づい

て，

　　　　

( )

( )∑

∑
∞

=

∞

=

−

−
=

0

0

/exp

/exp

n

n
av

kTn

kTnn

ω

ωω
ε 　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１３）

と与えられる。ところで，

　　　　 e e e
e e

ex

n

x x
x x

−

=

∞
− −

−∑ = + + + =
−

= +
−0

21 1
1

1 1
1

　　　　 ( )2
00 1−

=−= ∑∑
∞

=

−
∞

=

−

x

x

n

nx

n

nx

e
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dx
dne
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であるので，（Ｅ１３）はつぎのようになる。

　　　　

1exp −






=

kT

av ω
ωε 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１４）

３ＮＡ個（１モルの固体はアボガドロ数の原子を含む）の調和振動子のもつエネルギ－は
　　　　e N A av= 3 ε 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１５）

であり，結果はまさに（Ｅ９）となる。

　ここでは，カノニカル分布（正準分布）といわれる統計力学の手法を用いた。カノニカ

ル分布およびカノニカル集団については章を改めて，議論することにする。

　最後に，Debye模型の結果を書いておこう。

　　　　 




 Θ

+Θ=
T

RTDe D
D 3

8
9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１６）

　　　　 ∫ −
=

x

e
d

x
xD

0

3

3 1
3)( ξ

ξξ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１７）

　　　　 ( ) 







−Θ
Θ−





 Θ=

1/exp
/343
T
T

T
DRc

D

DD
v 　　　　　　　　　　　　　（Ｅ１８）

ΘDは Debye の特性温度または Debye 温度といわれる。（Ｅ１８）の熱容量の計算値は，

すべての温度範囲で，実験値とほぼ一致する。
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ミクロカノニカル集団における理想気体の状態数

　別の章で示すように，量子力学では，ｘ，ｙ，ｚ方向の長さがｌｘ，ｌｙ，ｌｚの直方体

の箱の中の質量ｍの粒子の取り得るエネルギ－は，

　　　　 









++== 2

2

2

2

2

222

8
h

2 z

z

y

y

x

x

l
n

l
n

l
n

mm
pε 　，　n n nx y z, , , , ,= 1 2 3 　　 （Ｍ１）

である。運動量は，正，負両方の値をとることを考慮し，量子数を負の値もとるように，

負の領域まで拡大すれば，（Ｍ１）は次のように表すことができる。

　　　　 ( ) 









===

z

z

y

y

x

x
zyx l

n
l
n

l
nppp

m
h,

h
,

h
,,,

2

2

ppε 　　　　　　　　　　（Ｍ２）

ここで，n n nx y z, , , , , , , ,= − −2 1 0 1 2 である。（Ｍ１）から（Ｍ２）の変換は厳密には正

しくない。しかし，これを使って求められた以下の結果は正確である。これについては後

章で述べる。

　これより，運動量は量子化されており，この運動量のつくる３次元空間は，
( )zyx lll /h,/h,/h を基本ベクトルとする格子になっていることが理解できる。この格子の

最小単位は

　　　　 zyx
zyx

lllV
Vlll

==





⋅










⋅





,hhhh 3

　　　　　　　　　　　　（Ｍ３）

である。（Ｍ３）は１個の量子化された運動量が占める運動量空間の体積に相当する。従

って，運動量空間の単位体積中に存在する量子化された運動量の数，すなわち，量子状態

の数は，（Ｍ３）の逆数 3h/V となる。これは運動量空間の状態密度である。これより，

運動量空間における微小体積ｄｐｘｄｐｙｄｐｚ中の状態数ΔＮｐは次のように書ける。

　　　　 33 hh
zyx

zyxp

dpdpVdp
dpdpdpVN ==∆ 　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ４）

　上の関係（Ｍ４）は任意の場合に成立する。従って，ｌｘ，ｌｙ，ｌｚを十分小さな量と

すれば，ｌｘｌｙｌｚ＝ｄｘｄｙｄｚは位置座標空間における微小体積である。質点の位置

座標と運動量座標とでできる空間を位相空間という。［ｒ個の質点からなる体系の場合，

それぞれ質点に対して，位置と運動量が定義できるので，位相空間は（ｘ１，ｙ１，ｚ１，

…，ｘｒ，ｙｒ，ｚｒ，ｐｘ１，ｐｙ１，ｐｚ１，…，ｐｘｒ，ｐｙｒ，ｐｚｒ）の６ｒ次元となる。］
従って，６次元位相空間（ｘ，ｙ，ｚ，ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ）の微小体積dxdydzdp dp dpx y z中

にある量子状態の数は
　　　　　　 3h/zyx dpdpdxdydzdp

となる。これはよく知られた有名な関係式である。実際，Landau と Lifshitz の Quantum

Mechanics (third Edition,Pergamon Press)の(48.7)式で，２ｓ次元位相空間の体積Δｑ１Δｑ２…

ΔｑｓΔｐ１Δｐ２…Δｐｓ中には次のΔＮ個の量子状態が存在することが示されている。
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　　　　 ( )s
ss ppqqN π2/11 ∆∆∆∆=∆ 　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ５）

　体積Ｖの直方体中に，互いに相互作用がなく独立に運動する，質量ｍの粒子がN個入っ
ており，それらの運動エネルギ－の合計がＥである体系を考えよう。このとき，

　　　　 ( )22
2

2
121 2

1
NN m

E ppP +++=+++= εεε 　　　　　　　　　　（Ｍ６）

である。ここで， ( )ziyixii ppp ,,=p を

　　　　 p mE p mE p mExi i yi N i zi N i= = =+ +2 2 2 2ξ ξ ξ, , 　　　　　　　（Ｍ７）

と置けば，（Ｍ６）は
　　　　ξ ξ ξ1

2
2
2

3
2 1+ + + =N 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ８）

となる。これは，３N 次元空間の原点に中心をもつ単位球の球面を表す。すなわち，（Ｍ
６）の運動量は，３N次元運動量空間における中心から半径 2mE の球面上の点に相当す
る。箱中の粒子集団は単純理想気体とみなすことができる。これらN個の粒子が，総計で
Ｅのエネルギ－をもつ。従って，それらの運動量が，（Ｍ６）ないしは（Ｍ８）の球面上

にあるとき，量子化の条件を満たす区別できる点はいくつ存在するだろうか。これらの点

の各々に対応する（仮想的な）体系の集団が，この場合のミクロカノニカル集団である。

この数を求めることにより，体積Ｖの箱の中の理想気体の熱力学的基本式を導くのが，こ

の章の目的である。なお，この場合におけるエルゴ－ドの定理は，「孤立系の気体分子の

運動は，この球面上の点を次々と移っていき，長い時間の経過の後には，球面上のすべて

の点は，同等の確率で実現される。」という主張である。このとき，任意の物理量に対す

る，球面上の点に関する平均（統計平均）と時間に関する平均とは等しくなる。

　まず，（Ｍ６）の球内にある全状態数（これはエネルギ－がＥ以下の全状態数である）

( )Γ E を求めよう。これはこれまでの議論より明らかに

　　　　 ( )
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N
N
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mE
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　　　　　　　　（Ｍ９）

である。ここで，C N3 は３N次元の単位球の体積であり，次のようにして求められること

が知られている。［Wm. G. Hoover, Computational Statistical Mechanics (Studies in Modern

Thermodynamics 11, Elsevier, 1991)の p.70を参照せよ。］
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－－Ｎ次元球の体積－－

　ｒ２＝ｘ１２＋ｘ２２＋…＋ｘＮ２とすると以下の等式が成立する。

　　　　 ( ) ( ) 2/22
21 expexp N

N

N xdxrdxdxdx π=



 −=− ∫∫ ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

半径Ｒの球の体積をＣＮＲＮと表すと，この球の表面積は
　　　　 ( ) 1/ −= N

N
N

N RNCdRRCd

である。これは半径ＲとＲ＋ｄＲとの間に挟まれた薄い球殻の体積が
　　　　 ( ) dRRNCRCd N

N
N

N
1−=

であること和意味する。したがって，

　　　　

( ) ( )
( ) 


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
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−=−= ∫∫
∞ −∞ −

1
2

2/2/
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0
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212/

NCNNC

drrrNCdrrrNC

NN

N
N

N
N

Nπ

となる。ここで，Γ（ｎ）はガンマ関数と呼ばれる。上式の関係より，Ｎ次元空間の単位

球の体積は

　　　　 




 +Γ= 1

2
/2/ NC N

N π 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ１０）

と表される。ところで，

　　　　偶数整数ｎに対して：　　　　Γ ( ) !n n=

　　　　奇数整数ｎに対して：　　 π⋅




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
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
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22
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　　　　（Ｍ１１）

である。

　以上より，３N次元の単位球の体積は
　　　　 ( )12/3/2/3

3 +Γ= NC N
N π 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ１２）

と表せる。スタ－リングの近似を使えば，３N／２が整数の場合，

　　　　 ( ) 2
3

/
2

3!
2

312/3

N

eNNN 




≅




=+Γ 　　　　　　　　　　　　（Ｍ１３）

となる。また，３N／２が半整数の場合には，
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である。ところが，N》１であるので，
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が成立し，この場合にも，Γ関数は，（Ｍ１３）と近似できる。（Ｍ１３）を（Ｍ１２）
に代入すれば，C N3 は次のように近似できる。
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2/3

3 3
2 N

N N
eC 





≅ π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ１４）

　（Ｍ１４）を（Ｍ９）に代入することにより，体系のエネルギ－がＥよりも小さい全状

態数 ( )EΓ~ は，次のように与えられる。

　　　　 ( ) N
N

V
N

emEE
2/3

2h3
4~






≅Γ π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ１５）

従って，エネルギ－がＥとＥ＋ｄＥの間にある状態は

　　　　 ( ) dEVE
N

emNdEEE NN
N

12/3
2/3

2h3
4

2
3~)(~ −





=+Γ−Γ π

であるので，３N次元運動量空間のエネルギ－Ｅに対応する球面上の点の数，すなわち，
エネルギ－Ｅの体系の数（状態数）Ω（Ｅ，Ｖ，N）は次のように表されることになる。

　　　　 NN
N

VE
N

emN 12/3
2/3

2h3
4

2
3 −





 π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｍ１６）

ところが，これまでの扱いは，N個の気体分子は区別できるとして計算したことになって
いる。しかし，現実には，N個の分子は全く同一で区別できない。この事実を取り込むに
は，（Ｍ１６）は ( )NeNN /! ≅ で割る必要がある。

　以上より，エネルギ－がＥである気体の状態数ないしは体係数は，N》１を考慮して，

　　　　 ( )
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　　　　　　　　（Ｍ１７）

となる。これより，エントロピ－は

　　　　 ( ) 
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
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と表される。ここで，N をモル数Ｎで置き換えよう：N＝ＮＮＡ。このとき，エントロピ
－は
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　　　　　　　　　　　（Ｍ１９）

と表される。ここで，気体粒子の分子量をＭ ｗ とし， N A = ×6 0221 1023. ，
34106261.6h −×= (Js)を代入すれば，

　　　　 ( ) wA MNRNR
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　　　　（Ｍ２０）

（4.4580R ≅  37.066(JK-1)となる。（Ｍ１９）と（Ｍ２０）を使えば，すべてのエネルギ－，

体積で完全に理想気体として振る舞う（仮想的な）気体の熱力学量が決定できる。
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カノニカル集団 canonical ensembleの統計力学

　これまで，孤立系，すなわち，外部とエネルギ－の交換をしない体系，を扱ってきた。

この場合，系の内部エネルギ－Ｅ，エントロピ－Ｓ，体積Ｖ，および粒子数Nは不変であ
る。これは，孤立系では，Ｅ＝Ｅ（Ｓ，Ｖ，N）ないしはＳ＝Ｓ（Ｅ，Ｖ，N）の関係式
が熱力学的基本式となることを意味している。ミクロな立場からみるとき，孤立系の取り

得るすべての状態は等確率で実現すると想定される。このような状態に対応する体系の集

合がミクロカノニカル集団であった。ミクロカノニカル集団における状態数 Ω＝Ω（Ｅ，

Ｖ，N）は
　　　　S E V N k E V N( , , ) ln ( , , )= Ω 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１）

で熱力学量Ｓと結び付けられる。すでに，例で示したように，この関係式によって，ミク

ロな量をマクロな量に関係づけることができる。

　原理上は，（Ｓ１）の関係式に基づいて，あらゆる体系の熱力学量を導くことができる

はずである。しかし，現実には，この方法で計算できるのは，ごく限られた場合にすぎな

い。実際，理想気体のような単純な体系でも，例でみたように，数学的にきわめて面倒な

計算をしなければならなかった。もっと複雑な体系への適用は数学的能力を越えてしまう

ことになる。

　我々のまわりで起きる現象，我々が日頃観察，観測する現象が起きる体系は，けっして，

孤立系ではない。そこでは，エネルギ－変化，熱の出入り，体積の変化，粒子数の変化が

おきている。この章では，熱源と接して熱源との間で熱のやり取りのみをする体系を考え

よう。ただし，熱源と体系の温度は等しいものとする。このような体系ではエントロピ－

は変化し，不変量ではない。孤立系では，Ｅ，Ｓ，Ｖ，Nすべてに束縛条件があったが，
ここでは，Ｅ＝Ｅ（Ｓ，Ｖ，N）におけるＳに関する束縛条件をはずすことにする。［Ｓ
＝Ｓ（Ｅ，Ｖ，N）におけるＥの束縛条件をはずすともいえる。］
　ある一つの孤立系を熱源 thermal reservoirと（部分）体系 subsystemの２つに分けよう。

ここで，熱源は体系に比べて極めて大きいとする。熱源と体系を合わせたもの（孤立系）

のエネルギ－をＥtotとし，この孤立系の取り得る状態数をΩtot（Ｅtot）と表記することにし

よう。体系がそれぞれ状態１，２，…，ｊ，…にあり，そのエネルギ－がＥ１，Ｅ２，…，

Ｅｊ，…であるとき，熱源の取り得る状態数はそれぞれΩres（Ｅtot－Ｅ１），Ωres（Ｅtot－Ｅ２），

…，Ωres（Ｅtot－Ｅｊ），…となる。ここで，
　　　　 ( ) ( )tottot

j
jtotres EEE Ω=−Ω∑ 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ２）

が成立する。全系 total systemは孤立系であり，そこでの各状態はミクロカノニカル分布に

なっている。またそこから，ｊ状態（この状態のエネルギ－はＥｊ）にある体系を除いた熱

源の取り得る状態も当然ミクロカノニカル分布でなくてはならない。これは任意のｊに対

して成立する。
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　以上より，体系が，そのエネルギ－がＥｊで表されるｊ状態に存在する確率ｆｊは

　　　　
( )

( )tottot

jtotres
j E

EE
f

Ω
−Ω

= 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ３）

で与えられる。この確率は，孤立系および熱源のエントロピ－Ｓtot およびＳres を使って書

き換えれば，

　　　　
( ){ }

( ){ }kES
kEES

f
tottot

jtotres
j /exp

/exp −
= 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ４）

となる。体系のエネルギ－の平均値をＥとすれば，
　　　　 ( ) ( ) ( )EESESES totrestottot −+= 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ５）

である。ここで， ( )jtotres EES − を平衡点Ｅtot－Ｅのまわりで展開しよう。

　　　　

( ) ( )
( ) ( )( )j

tot

res
totres

jtotresjtotres

EE
EE

SEES

EEEESEES

−
−

+−=

−+−=−

∂
∂

　　　　　　　　　　　 ( )
T

EE
EES j

totres

−
+−= 　　　　　　　　　　　　　（Ｓ６）

この関係式は展開より得たにもかかわらず，等式である。その理由は，この式が（体系と

熱源が可逆的な熱交換をおこなうもとでの，）熱源のエントロピ－変化とエネルギ－変化

の関係を与えており，これは熱力学の法則そのものである。（Ｓ５），（Ｓ６）を（Ｓ４）

に代入すれば，

　　　　 ( )[ ]{ }
kT

EETSEf jj
1,exp ≡−−= βββ 　　　　　　　　　　　　（Ｓ７）

となる。ところで，Ｅ－ＴＳは Helmholtz自由エネルギ－Ｆであるので，問題の体系が状態

ｊを取る確率ｆｊは，ヘルムホルツの自由エネルギ－Ｆを用いて，
　　　　 f e ej

F E j= −β β 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ８）

と書き表せる。

　以上，形式上，目的の式は求まったが，この式には，未知数であると言うよりむしろ求

めたい量である，ヘルムホルツの自由エネルギ－Ｆが含まれる。しかし，この問題の解決

の鍵は（Ｓ８）式の中にある。（Ｓ８）式において exp（βＦ）は状態とは独立な規格化定

数にすぎない。しかも，ｆｊが確率であることより，
　　　　 f e ej

j

F E

j

j∑ ∑= =−β β 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ９）

でなければならない。この関係より明らかに，状態和，ないしは，分配関数，カノニカル

分配和 canonical partition sum
　　　　Z e E

j

j≡ −∑ β 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１０）

を用いて，Ｆは次のように書き表すことができる。
　　　　 ( )ZkTFZe F ln, −==−β 　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１１）
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この表式の意味は後で論じる。

　熱源と接して平衡状態にある体系は，それが状態ｊを取る確率が（Ｓ８）で与えられる

統計集団を構成する。この統計集団はカノニカル集団（正準集団）canonical ensembleと呼

ばれる。カノニカル集団における確率分布がカノニカル分布（正準分布，標準分布ともい

う）である。すなわち，（Ｓ８）はカノニカル分布である。このカノニカル分布は一式に

まとめれば，
　　　　 f e ej

E E

j

j j= − −∑β β/ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１２）

と書き表せる。ところで，熱源と接する体系の大きさに関する制限はない。極端な場合体

系は１粒子からなる。このとき，Ｅｊは１粒子の取り得るエネルギ－になる。この１粒子か

らなるカノニカル分布をマクスウェル-ボルッマン分布 Maxwell-Boltzmann distribution とい

う。

　カノニカル分布の別の導き方も紹介しておこう。ν（ν≫１）個の同等な体系よりなる

１つの（仮想的）巨大集団を考えよう。各体系は，状態１，２，…，ｊ，…　のどれかに

あり，それらの状態が取るエネルギ－をＥ１，Ｅ２，…，Ｅｊ，…とする。この巨大集団に

おいて，ｊ状態にある体系の数をνｊとすれば，
　　　　 ν νj

j
∑ = 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１３）

でなければならない。さらに巨大集団は確定したエネルギ－Ｅtotをもつとすれば，
　　　　 E E Ej

j
j tot∑ = =ν ν　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１４）

が成り立つ。ここで，Ｅは体系のもつ平均のエネルギ－である。この場合，この巨大集団

は，孤立系であり，そこでは，（Ｓ１３），（Ｓ１４）を満たす（ν個の体系からなる孤

立系が取り得る）任意の状態は等確率で実現するとしてよい。

（Ｓ１３），（Ｓ１４）両条件を満たす１組の（ν１，ν２，…）に対して，巨大集団の取

り得る状態数Ω（ν１，ν２，…）は，νをν１，ν２，…に分ける仕方の数に等しい。

　　　　 ( )
!!

!,,
21

21 νν
ννν =Ω 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１５）

（Ｓ１３），（Ｓ１４）を満たす（ν１，ν２，…）の分け方は，いく通りもあり，その各々

に対して，（Ｓ１５）が計算できる。ｎ番目の分け方を（ν１（ｎ），ν２（ｎ），…）と書く

ことにすれば，孤立系の取り得る全状態数Ωは
　　　　 ( ) ( ) ( )+Ω++Ω+Ω=Ω ,,,,,, )(

2
)(

1
)2(

2
)2(

1
)1(

2
)1(

1
nn νννννν 　　　（Ｓ１６）

と表される。孤立系，すなわち，巨大集団のエントロピ－Ｓは（Ｓ１）式に（Ｓ１６）を

代入したものである。

　ν≫１，ν１≫１，ν２≫１，…のとき，（Ｓ１６）右辺は，最大項で置き換えることが

できる。この事実より，（Ｓ１５）に対して，
　　　　 ( ),,ln 21 ννΩ= kS 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１７）

と書き，条件（Ｓ１３），（Ｓ１４）のもとで， （Ｓ１７）を最大にするように（ν１，
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ν２，…）を決めれば，これが，孤立系のエントロピ－となることが解る。

　直接の証明ではないが，（Ｓ１６）の右辺を，その最大項と置き換えることの妥当性は

以下の例より理解できる。

－－コインをＮ回投げた場合における表の出る回数の分布－－

　コインをＮ回投げた場合，表の出る回数の分布を考えよう。Ｎ（Ｎは偶数としよう）回

投げたときの場合の数Ｗは

　　　　W N= 2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ１８）
通りある。このうち，表と裏が同数出る場合の数
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が最大である。表のでる回数がＮ／２＋ｎとなる場合の数Ｗ（ｎ）は
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となる。従って，

　　　　
ln ( ) ln ln( ) ln( ) ln( ( ) )
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lnln −=∆−≅ 　　　　　　　　　　　（Ｓ２１）

より，

　　　　W n W n N( ) exp( / )≅ −0
22 　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ２２）

が成立する。分布Ｗ（ｎ）／Ｗ０は N n≥ の範囲でのみ値をもつと考えてよい。ここで，

ｘ＝ｎ／Ｎとおけば，1/ N x≥ であるので，Ｎが大きければ，分布は最大値の近傍での

み値をもつことになる。これは，次のように確かめることができる。コインを投げる回数

が１００回のとき，表の出る回数は４０から６０うちのどれかといってよい。それがもし

１０，０００回なら表の出る回数は，４９００回から５１００回である。さらに，それが

１０６回なら表の出る回数は４９９，０００回から５０１，０００回となる(499000≒501000

≒500000)。このように，相対的な分布の範囲は，中心値のところへどんどん狭まっていく。

　ここで，近似の数学的な意味に，触れておこう。これまで用いた Stirling の近似（Ｅ５）

を用いれば，（Ｓ１９）のＷ０は
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となり，これはまさに，最大値があらゆる場合の数Ｗとほとんど同じであることを示して

いる。しかしこれは少し奇妙である。その理由を考えてみよう。実は Stirlingの近似公式は
　　　　N N e NN N! ≅ − 2π 　（Ｎ≫１）　　　　　　　　　　　　　（Ｓ２４）

と書くのがより正確な定義とされている。これを用いてＷ０を計算すると，

　　　　W
N

N
0

2 2=
π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ２５）

となり，Ｗより 2 / πN だけ小さくなる。しかし，この対数は次のように近似できる。
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これより，対数を取る限り，（Ｓ２３）と（Ｓ２５）は同じであるといえる。また，Stirling

公式として，（Ｓ２４）のかわりに，より簡略な（Ｅ５）が使えるのはこの事情のためで

ある。さかのぼって，（Ｓ１６）の右辺が最大項で置き換えれるのは，同じ事情，すなわ

ち，最終的にはその対数をとるからである。

　

　条件（Ｓ１３），（Ｓ１４）のもとで，（Ｓ１７）を最大にするには，つぎのようにす

ればよい。

　（Ｓ１７）は Stirling近似公式を使って，次のように書き表せる。
　　　　S k e e e/ ln / ln / ln /= − − −ν ν ν ν ν ν1 1 2 2 　　　　　　　　　　（Ｓ２７）

これが最大であれば，分布を微小量ずらし：（ν１，ν２，…）→（ν１＋δν１，ν２＋δ

ν２，…）ても，不変である。

　　　　

( ) ( ){ }
( ) 01ln

lnln)/(

=+−=

−++−=

∑

∑

j
jj

j
jjjjjjkS

δνν

ννδννδννδ
　　　　　　　（Ｓ２８）

この変分は（Ｓ１３），（Ｓ１４）を不変に保って，行われなければならないことより，
　　　　 δν j

j
∑ = 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｓ２９）

　　　　 E j j
j

δν =∑ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ３０）

でなければならない。（Ｓ２９）を（Ｓ２８）に代入すれば，
　　　　 ( ) 0ln =∑ j

j
j δνν 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ３１）

となる。従って，数学的には，条件（Ｓ２９），（Ｓ３０）のもとで（Ｓ３１）を満たす，

νｊを決定するにはどうすればよいかということになる。この目的には，Lagrange の未定
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乗数法が適用できる。

　条件（Ｓ２９），（Ｓ３０）のために，（Ｓ３１）の変分（δν１，δν２，…）のうち

２つはは独立にはとれない。この独立でないものをδν１とδν２としよう。この２つの変

分に関して，
　　　　 ( ) ( ) 0ln,0ln 2211 =++=++ EE βανβαν 　　　　　　　　　　　（Ｓ３２）

となるように，αとβを選ぼう。いま（Ｓ２９）にα，（Ｓ３０）にβをかけたものを（Ｓ

３１）加えると，
　　　　 ( ) 0ln =++∑ j

j
jj E δνβαν 　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ３３）

がえられる。ここで，αとβは Lagrange の未定乗数と呼ばれるものである。（Ｓ３３）式

は独立なν３，ν４，…に対して成立することより，この式の（　）内は０でなくてはなら

ない。結局すべてのｊに関して，
　　　　 ( )jjjj EE βανβαν −−==++ exp,0ln 　　　　　　　　 （Ｓ３４）

が成り立つ。

　対象とする孤立系において，状態ｊを見出す確率はｆｊ＝νｊ／νであることより，
　　　　 ( ) ( )∑ −−=

j
jjj EEf ββ exp/exp 　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ３５）

となり，αが決まることになる。さらに，エネルギ－の平均値はＥ＝ E fj
j

j∑ で計算できる

ことより，
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また，
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である。（Ｓ３６），（Ｓ３７）の比較より，

　　　　 ( )





−−== ∑

j
jEkTF

kT
ββ expln,1

となる。以上より，（Ｓ３５）は，（Ｓ１２）と全く同じものであることが確認できる。

また，ここで考えた孤立系である巨大集団は，カノニカル集団そのものであることも，理

解できる。

　この章では，分配関数Ｚ：（Ｓ１０）およびヘルムホルツ自由エネルギ－Ｆ：（Ｓ１０）

について，さらに，調べてみよう。両者の間には

　　　　 ( ) ( ) ZNVTZkTNVTF ln1,,ln,,
β

−=−= 　　　　　　　　　（Ｓ３８）

の関係がある。この関係はミクロカノニカル集団における状態数Ω（Ｅ，Ｖ，N）とエン
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トロピ－Ｓの関係（Ｓ１）：

　　　　S E V N k E V N( , , ) ln ( , , )= Ω
に類似している。これは，ＺとΩの間に関連があることを示唆している。

　この関連を見つけるために，Ｚの定義（Ｓ１０）に戻ることにする。我々が対象にして

いるのは，熱源と接する体系であり，この体系の取り得る状態のエネルギ－の対数の和を

とることになる。この対象とする体系は熱力学で扱う体系であり，一般にそれ自体充分大

きい体系である。このような大きな体系においてはエネルギ－は連続的に変化する。この

ような場合（Ｓ１０）の和は積分で置き換えなければならない。この体系がエネルギ－Ｅ

をもつとき，いくつの状態があるだろうか。ところで，既に論じたように， エネルギ－一

定の体系は，ミクロカノニカル集団になっていた。すなわち，求めたい状態数は，まさに，

ミクロカノニカル集団における状態数Ω（Ｅ，Ｖ，N）である。従って，熱力学が対象と
するような大きな体系の状態和ないしは分配関数は（Ｓ１０）よりも，むしろ，次のよう

に書き表したほうがよいことになる。

　　　　 ( ) ( ) ( ) dEeNVEZNVTZ Eββ −
∞

∫Ω=≡
0

,,,, 　　　　　　　　　　　（Ｓ３９）

なお，エネルギ－変化が不連続な場合にも（Ｓ１０）は，（Ｓ３９）と類似の形に書き直

すことができる。

　　　　 ( ) ( ) jE

j
j eNVENVTZ β−∑Ω= ,,,, 　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ４０）

　（Ｓ３９）のような積分はラプラス変換 Laplace transformといわれる。従って，数学的に

は，分配関数は，ミクロカノニカル集団の状態数のラプラス変換であるといえる。逆に，

ミクロカノニカル集団の状態数は分配関数のラプラス逆変換 Inverse Laplace transformによ

り得ることができる。

　　　　 ( ) ( ) ( ) dpepZNVEE pE
ic

ic
∫

∞+
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=Ω≡Ω ,, 　　　　　　　　　　　　　（Ｓ４１）

　以上の議論より，ミクロカノニカル分布とカノニカル分布の違いと両者の間の関係が理

解できたであろう。実際の熱力学量の計算は，カノニカル分布の場合のほうが，ミクロカ

ノニカル分布の場合よりもはるかに容易である。しかも，カノニカル分布の場合の解が分

かっていれば，それから，カノニカル分布の場合の解を導くことができる。

　最後に，カノニカル分布の実際の応用例を述べておこう。（Ｅ１３）式は，１つの適用

例である。　ここでは，体系の平均のエネルギ－が

　　　　 ( )β
β

Z
d
dfEEE

j
jj ln−==≡ ∑ 　　　　　　　　　　　　（Ｓ４２）

で与えられることを使った。もう１つの例として，理想気体の熱力学量の導出のために，

カノニカル分布を適用してみよう。このためには，分子の並進運動に対する分配関数を計

算する必要がある。質量ｍの分子１個の並進運動のエネルギ－εは
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である。ところで，（Ｍ５）で与えたように，微小体積dxdydzdp dp dpx y z中の状態数は
3h/zyx dpdpdxdydzdp であることより，体積Ｖの容器中の１分子の分配関数は
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となる。ただし，ここで，
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という公式を使った。体積Ｖ中にN個の分子が存在する場合，全エネルギ－が個々の分子
の並進運動のエネルギ－の和であることより，その分配関数Ｚは ( )N

translz であることが期

待される。しかし，既に述べたように，これでは，N個の分子は区別できることになって
いる。気体分子は区別できないことを考慮すれば，分配関数は
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z V
N h

mkTtransl
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N

N
N= =1 23

3 2

! !
/π 　　　　　　　　　　　（Ｓ４４）

でなければならない。

　理想気体のヘルムホルツ自由エネルギ－は，定義（Ｓ３８）にもとづいて，
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と表される。ここで，スタ－リングの公式を使った。また，エネルギ－平均値，すなわち，

内部エネルギ－は

　　　　E Z NkT= − =∂
∂β

ln 3
2

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ｓ４６）

であるので，エントロピ－は
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となる。これに（Ｓ４６）を代入すれば，以前求めた（Ｍ１６）と同じになることを確か

めることができる。

　　　　　　　


