
3．遺伝子系図の合祖過程

集団遺伝の古典的理論として遺伝子頻度の変化を記述するマルコフ連鎖モデルおよび、

拡散過程モデルについて紹介してきた。近年集団遺伝学においては遺伝子の系図を表現す

る合祖過程(CoalescentProcess)と呼ばれる確率モデルが導入され広範に研究されている。

この章ではこの遺伝子の系図に関するマルコフ過程モデルについて紹介する。

3．1合祖モデル

近交係数(inbreedingcoefficient)､同祖的(identicalbydescent)など遺伝子系図に関連す

る概念は古くから集団遺伝学では用いられている。Felsenstein(l97l)は遺伝子系図の視点

からN個の半数体生物から成る有限集団の遺伝的変異の減衰速度を論じた。突然変異およ

び自然選択は無いものと仮定しよう。集団からランダムに選んだr個の個体（遺伝子）がち

ょうどs個の異なる親（親遺伝子）を持つ確率をGrsとする。当然γ<sのときG=0で

ある。第'世代にランダムに取り出したル個の遺伝子が異なる/種のアレルを含む確率を
Ⅳ

Wj)とすると、’世代遡ることにより漸化式/}(*.ﾉ)=ZG槻_!(s,/)を得る。
＄=1

Ⅳ×Ⅳ行列をG=(G,AP(t)=(PAkJ))とすると、P(t)=GP(t-¥)と表される。これよ

り、P(t)=G'P(0)を得る。ここで行列の積G'の(k,/)成分はk個のサンプル遺伝子がr世

代遡った祖先集団でノ個の異なる祖先に由来する確率を表す｡すなわちサンプル遺伝子の系

図を表すマルコフ連鎖の推移行列であることに注意しよう。行列Gの性質を調べることに

より、Felsensteinは十分大きなrに対して漸近的に月(凡*)～Afikk(4kは定数）が成

り立つことを示し､全集団からk種のアレルの遺伝的多様性が失われる率が漸近的に毎世代

Gﾙkで表されることを証明した。集団の遺伝的多様性の消失速度については第3．3．2

節で詳しく論じる。さらに、Glad8tien(1973は可換モデルについて詳しい研究をしている

が、ここでは簡単に次の定理を紹介しておこう。

定理3．1

可換モデルにおいては上記の確率G,sは次式で与えられる。

典-【ご)/肌嘉釧‘賊)｝
ただし、A(r,s)={R=(r.,吃,…r,);r,...,r>0,r.+…+>;='･}、

35



ZはMr.*)に属す全てのR=('1,..,喝)についての和を表す。
ReA(rj)

（証明)s個の親から生まれた7個のサンプル中でj番目の親から生まれた子供の数を

1(1≦j≦*)で表す。Gr‘はランダムに選んだ7個の遺伝子がs個の親遺伝子を持つ確率なの

で霊ず全集団からﾗﾝダﾑに,個の遺伝子樋ぶ方法が(雪)通，あ，伽世代か州
の親個体澱ぷ方法は(雪)肌誉らにこれ．の間に親子関係･結び方織ると播

鳳の親が生む子供の数は乳そ…ら"個の子供樋ぶ方法が…に(:)通，あ、
ので､可換モデルに従って(ft-..*.)に関する確率分布で期待値を取ると定理の結果を得る。

幾つかのモデルで具体例を計算してみよう。

例1ライト・フィッシャーモデル

G幻＝Ⅳ(Ⅳ－1.….(Ⅳ－ノ!)s<ﾉ） （3.1）
ⅣA

Sf(ﾉ)は第2種スターリング数で異なるル個のものをノ個のブロックに分ける場合の数を表

す（詳しくは付録（①参照)。

例2モランモデル

。"=1－竿Ll-G"-‘側

Kingman(l982a,b,c)は可換モデルにおいてある条件の下で、集団のサイズNを無限大

にする拡散近似と同じ時間スケールの極限操作により、上記の遺伝子系図のプロセスが合

祖過程(CoalescentProcess)と呼ばれている連続時間のマルコフ連鎖（死滅過程）に収束す

ることを示した｡同じ合祖過程モデルはほとんど同時期に田嶋(Tajima(1983))によっても発

表されている。

まず、可換モデルの一つライト・フイッシャーモデルを例にとってみよう。

Ⅳ個の半数体生物から成る集団を考えよう。この集団から2個の遺伝子をサンプルしたと

き、異なる親を持つ確率p(2a)を考えると、ある一つの遺伝子の親はN通りあるので

P(22)=Ⅳ(寿ﾃ*-*さらに霧世代遡っても異なる祖先に箇来する確率蛾(2,2
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('n]となる。N世代を単位時間r=lとする時間スケールを取りとすると、P,Q,2)=

[Nl]世代遡って､異なる祖先に由来する職"(2肌すると〃(2ﾙ/jNlM]

さらにⅣ→"け…剛雲煙/j¥[A]…平均"指数分布に従う。
より一般にn個のサンプル遺伝子がk個の親に由来する確率は(3.1)より

P(n.V=Ĝ-V>-<N-̂sI鵬'

璽筈寿旦帯｡(余)グ脚-！ （3.3

訓一乎叢｡(余肱順雲”
。(余）グに"-，

N個のｻﾝプﾙ遺伝子が伽1世代遡っても異なるn個の祖先をもつ確率月"(",")は

げ伽掌f禁冊(剥岡よってⅣ→co(7)極限を…

導非｡(余))側妻陰到-単,)月M雲煙f PAn,n)は平均が2ln("－I)

の指数分布に従う。状態、への滞在時間は平均2/"("－1)の指数分布に従い、その後状態

"－1へ推移する。
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サンプル数4の場･合の図

状態4,3,2の滞在時間を

亀'̂3'̂2とする。

7;=0,T̂ Tt+Ti+T.
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刀個のサンプル遺伝子は最終的に確率1で一つの共通祖先MstRecentCommon

…畑に到達する｡その待ち時細とすると平均叩'害≦孟万害/l-ijifc
る･この確率過程を合祖過程(CoalescentProcess)と呼ぶ。

Kingman(l98鋤はより一般の可換モデルにおいて同様に合祖過程が導かれることを証明

した。N個の半数体生物から成る集団からn個の個体hJl.…I"をサンプルしたとする。そ

の祖先の共有関係によってサンプル遺伝子の集合に次のような同値関係,"を定義する。

すなわち、二つの個体1t.1Jがr世代前に祖先を共有するとき(Iと,Iﾉ)ER,(")と書き、この

時刻で同じ同値類に属すと言う。R,(")はr世代前に祖先を共有するか否かによって

*19*29…I"上に定義された同値類である。初期状態は全てが異なるという状態でこれを

凡(")＝△で表す、またr世代前にこのn個の個体が単一の共通祖先を持つならばこれを

vﾉV)⑧で表すことにする。R,(ﾉV)はM̂ 2…I"上に定義された同値関係を状態空間とす

るﾏﾙｺﾌ連鎖である｡またR,("'に含まれるｸﾗｽ数“(")=|R,w'|で定義する｡例え
fcfn=5のとき、

烏(Ⅳ)＝{(ﾉ,)(12)(ら)(い(1s)},凡(")＝{(“)(1314)(I,)}，

R2(Ⅳ)＝{(1,,12)(1,,12,15)},R3(")＝{(1,,12,13,14,1,))＝⑥とすると

‘40(")＝5141(")＝3，A2(")＝2，43(")＝1となる。

集合｛1,,12,…I"｝上に定義される全ての同値関係の集合をE"とする。α.eE.に対

して、αがβの細分であるときα二βで表す。例えばα＝{(1,,12)(13,14)(1s)}，

β＝{(1,,ら)(13,1413)}のときα三βである。またα={(1,,1,)(13,/4)(1,)},

p={(h,h)(U,hh)}のとき､αはβの細分ではない｡αに含まれるｸﾗｽ数を|α|とす

ると、α二βのとき|α|≧|例である｡n個のｻﾝプﾙ遺伝子がr世代前の祖先によってa

EE"のとき、γ+1世代前に状態βEE〃である推移確率Pa,βを求める。同値関係による

{/../.…1.)の分割を
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P:{Ĉ Cj,….c,}、ft=6とする｡また､αはβの細分なので、

a:{C皿,…>̂ia,>̂2l…̂'2a2……,Qj,..,Ĉ}ただしX"'=M=α、

UC,,=C,(y=1,2,..,6)である。

N個の個体から成る集団からランダムにα個の異なる個体を取り出したとき、その親が異

なる6個体である確率なので、（ﾊ,ん…,〃を{1,2,…,Ⅳ}のN個の自然数から選んだ異

なる6個の自然数とするとき､各親個体ハが生む灼個の子供からαi個の子供を選べば良い

ので、可換モデルであることに注意すると次式が成り立つ。

尾,命̂̂ẐJlW"*̂!-仰緬l
-IT-IZ(*.)t,i(*i)【電,….(た‘)(‘‘,P(yﾙーﾙ,,…."A-**)
砧｡]UJi.…Jb)(たi,"必）

-XTX(̂l)[k]…伽[*]'昨崎…恥言い書籍恥ﾙ"抑bJ(3-4)叫｡](*.....**)

ただし%,=*(*-!)(*-2)…(*一k+1)

{尾,β;α.fieB.)はマルコフ連鎖R,(jv)の推移確率である。

定義:α.fi**.に対して、α三β,ct=A+¥のとき､α〈βで表す｡すなわち

βはαの中の二つのクラスが合体(合棚したものである。このとき次の定理を得る。

定理3．IIan(1982c

極限値lim肋叩,)=a2>0が存在し、すべてのp≧1に対してS叩!>/]<ooのとき
〃→”

〃

(証明）

(i)a<βのとき､a|=A+iよりai=2,a2=l……α-lの場合を示せば十分である。
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"危珂"い'吻崎‘|書冊蝿蹴り｜
鎌[書札-Mぃ州)"｝

〃

Yv,-N,b-a-1より
j=1

尾,≦婿腫I言vAvj-l)]事静川-1)]÷*h (3.5）

噌|…|駄恥Iとすると、 Z吻耽.…M1‘は(''1+"+''1v-y,)‘-‘
(ん,..’ん）
Ji≠ノ

の展開式から、いずれかのjについて'ﾉjの2次以上を含む項を全て引いたものに等しい

Z脇恥.…"a≧(N-vﾉr-2>,+>>)'-'の中で1,1の2次以上のを含む項の和｝
U2,-Jb)I旬A≠*J
〃旬

川内は…-卿(叫測の積なので、その中から2個は1ﾉj、他はﾚﾉを除

く任意の変数を選んで掛けた項全体の和より小さく、In≦〃なので結局
k韓ノ

恥いい(Ⅳ-吟)卿-(‘す2)吾"」
胸"ん）

〃≧1,0≦x≦1のとき、a-*)'≧1-pxより

(Ⅳ-吟)"掌(肌職,)"雲"･雲(1－発)･望邪璽<1-些芳必｝

昨言ﾄ､ぃ職伽｜
≧I-OCy-l"典0-竺等堂>-r吾〃4】
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Ⅳ咽w,-l)-(a-2)jr-剛い)-(%V"E2>A,-i)̂

肪濡|川訓叶早恥単州｜
‐手｡(寿肌……

㈹Mより凡‘÷,(令)。
(ii)α三β>k*≧J0|+2すなわちα≧6+2のとき

尾,書籍州[ajĈtel""̂*)̂]重籍E[〃…哨
酌 鰯 恥

≦必』HEwnrmv'])'([0)*(ヘルダーの不等式(注)）
Ni｡］

＝血EM=｡(古）Ⅳi･］

(注)Appendix(E)ヘルダーの不等式で/,='仇上=̂0=1,2,.…,6)と置く。
Pia

(通）α＝βのとき

．"βのとき明らかに〃｡｡'α'掌｡のと書｡書州となる組み合…(;）
よってい)価)よ，尾痩Iflfr-l)令｡(告)を得る。

（証明終わり）

通り

G=(Ĝ),ただしgα,β＝|婆伽緊。 (3.7）

とすると推移確率は'雲に,)雲伽〃｡(･ル"=弄駿される。㈱
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集団から二つの遺伝子をランダムに取り出したとき、同じ親を持つ確率をc〃とすると

‘卿言万歳三万言叩川1)]』譜1)1FoKv.)Ⅳ－1

(1)Wright-Fishermodel

’‘は二項分布肌寿)に従う脈崎の母関数は(*)-卵輔]=(弄李'-*>*
Var(u,)1

肋(略)-Ⅳ×寿×O-ĵ-i-寿側肋叩'>-*'"-v_i-v

apfilv']-平関嘉g(x)<coⅣ

(2)Moranmodel

′(崎-0)毒祭"w-l̂ -*̂ -*咋畔帯
E[y,]=l〃,00-2吾ﾃ1)射了

2

定理3．2の結果よりN世代を単位時間とする時間のスケーリングを行い、Nを無限に

大きくすると遺伝子の系図を表す合祖過程(CoalescentProcess)と呼ばれる連続時間マルコ

フ連鎖が得られる。

定理3．3

一般に行列i*-(,)はαZn≧o.Z-iを満たすとき確率行列と呼ばれる｡このとき

ﾉﾙﾑ|』||雲平手|α"|に関して縮小作用素(||4̂i)であるので行列4,fl,(/=U..,r)#

縮小作用細帥に関する数学的帰納法に剛'4“-…|皇喜A,-B,¥
が成り立つ。これより

|小L伽〃|皇圭|ﾄ…'lHl等-9i卜
故にlim畔''"*=lim(ﾉ+clvQ)I"“=e壇｡これより時間ｽｹーﾙされたプﾛｾｽ

〃→⑮

(jW脇,)"の有限次元分布収束が導かれる°
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ｻﾝプﾙαの定理3．3で得られた連続時間ﾏﾙｺﾌ連鎖をα’=慨ﾉ蝋,とし"一合祖

過程と呼ぶ｡|α‘|は時刻'での祖先遺伝子数を表し､初期条件は|α01="で|α‘|は時間と共に

減少する死滅過程である｡連続時間ﾏﾙｺﾌ連鎖α'が状態cd=に滞在する時間をrtと

すると、

P(t,>0=exp(-上等且'),k=n,n-¥…, （3.副

分布密度釜'(霞蝋≦′)=竺旦"(-竺旦'ル*n>*-!…雷2は独立。
祖先遺伝子数|α‘|の推移確率湖(たJ)=P<¥a,¥=ﾉ||α･-*)とすると次の方程式を満たす。

呈恥昨上筈'1伽-1J靴ﾉ)}靴卜*w （3.1の

この解については次の節で突然変異を含むより一般的な形で求める。

"一合祖過程α,のジｬﾝプ過程を{呪撫;ﾙー","-1,…,'}とすると、βEE",|β|=たのとき

/>(,=Aα･|=")=P(|α′|=klla01=")P(別k=β|呪"=△)､すなわち二つの過程<*/と

呪Aは独立である。

3．2遺伝的多樺性と遺伝子系図

生物集団内の遺伝的多様性はDNA塩基配列の多様性であり、それはDNAに生じる

突然変異に起因する。この節ではまず突然変異を含む遺伝子系図について考えよう。

突然変異はそれまでに存在しない常に新しいタイプであるという無限対立遺伝子モデルを

仮定する。このとき、系図上に現れる突然変異は常に新しいアレルタイプの起源と見なさ

れる。サンプル遺伝子の系図を過去に遡って行くと、そのアレルタイプの起源となる祖先

遺伝子に到達する。同一の突然変異を起源にもつ遺伝子を同祖的(identicalbydescen0と呼

ぶことにすると、サンプル遺伝子の祖先遺伝子に含まれる家系数(linesofDescent)に関す

るﾏﾙｺﾌ過程を得る｡突然変異は毎世代会の率で起こり､生じた突然変異は常に肌
いタイプとする(infinite-allelemodeDok個のサンプル遺伝子について、時間をtだけ遡っ

た集団において突然変異を経ることなしにノ個の祖先に由来する確率を巧(た,/)とすると、

1世代当たりの変化は1世代紬-古の時間ｽｹーﾙに取ると

43



凡"仙害¥̂ĴlW-V恥州#
伽伽雲¥̂Jflw-v恥"(芸等等恥<*-̂#)
これより次の微分方程式を得る。

定理3．4

呈靴ルル(ﾙ芋-V,(*-iル靴ﾉ)}(ﾙﾝﾉ）
券(")--ﾉ(ﾉ芋ー')月("ル眺炉̂

,9=0とすると定理3.3の合祖過程が得られる。

この方程式の解は蝿vare(l984,pl29で解説されているが､ここではラプラス変換を用いた

方法を紹介しよう。

Q入(ﾙ,./)-fV*'j(*,伽としよう｡上式の両辺をﾗプﾗｽ変換すると

脇(ルル妬=,{&(*-!〃帥./)}ただしα̂/(/+9-l)

これよりわjのと≧肌ﾙ念gル珊器琴歳gル1J
これを繰り返すと仏(k>;)={n』二}g伽(")=-LrI-L

iiAA+a,αノノーノ凡＋αj、

ただし鼻(昨卿(-j(ﾉ芋%より肌ﾙ六である。
さらにこの式を部分分数に分解すると

肌ﾙ士書念ただ昨卿喜("鴎叫'誉'
ラプラス逆変換により

靴ﾙ言差･叩[‐世三J‘］ (3.11）

と表現される。ただし
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差言(卿喜(…虫I'州-叩卿㈹州川
手’

ノ!(－1)'訓(A-/)!回佃洲_i)Mi-mルナ5%)
ここで*<ﾉ)=*(*+!)..…(x+ノー1),*rﾉ]＝x(x－1).…(*ーノ+1)

さらにサンプル数kを無限に大きくすると、

lim生＝lim(-1)'~~j(2j+‘9-1)km(/+‘9)(!_,)-(_1)’一'(2j+9-,)(/+9)(j_!）
k→"αノル→｡。ノK'－/)!(k＋9)(j） m－/)!

k→｡｡とすると、p,(/)=.imP,(*,/)は全集団の遺伝子が‘遡った祖先集団で突然変異を

経ることなくノ個の遺伝子と同祖的伍nesofdescent)につながっている確率となる。

月(ﾙ煙靴ﾙ言(-1州荒三景州恥｡｡xp-雌多』t(3.12)
特に9＝0とすると、全集団の遺伝子がr遡ったノ個の祖先遺伝子の子孫である確率は

易(ﾙ言(-り鴇三景伽'・剣-学‘］側）
ノー1とすると、＃遡った祖先集団で一つの共通祖先に由来する確率が

月(り雲言(-り卿課̂iexp[-îi>,]=l-|:(-iy(ルリ卿-4taki4)
遺伝子はアデニン(A)、チミン⑩、シトシン(C)、グアニン(G)の4種の塩基の一次配列

として表現される。集団から3本の遺伝子をサンプルし、次のようなDNA塩基配列が得

られたと仮定しよう。

ATTGCCTAGGTCAACTGGACCTGA(サンプル1)

ATTGTCTAGCTCAACTGGACCTGA(サンプル2)

ATTGCCTAGGTCAACTGGACCTGA(サンプル3)

全部で24個の塩基から成るDNA領域で、ほとんど同じ配列であるが、例えば左から5番

目の塩基サイトはサンプル1と3はシトシン(C)であるがサンプル2はチミン(T)で

あり、同様に10番目もサンプルによって塩基の種類(G,C)が異なる。この様に、サ
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ンプルによって異なる塩基を持つようなサイトを分離サイトにegregatingsite)という。一

般に二つのサンプル遺伝子について、その共通祖先までの合祖時間が長いと、それだけ多

くの突然変異を蓄積し分離サイトの数も増加する｡従って､逆に分離サイトの数が多いと、

共通祖先までの合祖時間も長いと予想される。そこで、サンプル中の分離サイトの情報か

ら共通祖先までの総合祖時間を推定する問題を考えてみよう。サンプル遺伝子の系図過程
〃

でj個の祖先遺伝子である期間の長さをt.(2倉/≦),とする｡t-T*jは合祖時
7=2

就

間の合計､̂=Eノでﾉは系図の全ての枝(branch)の長さの合計である。
ノー2

サンプル遺伝子数が2個のとき、田島(Tajima(1983))は分離サイトの数がs=kという

条件の下で､同一祖先までの合祖時間の分布が次のガンマ分布で与えられることを示し

た｡合祖時間の分布は指数分布P(T=t)=exp(-t)に従い、T=tの条件下で分離サイト

の数は平均芸×昨川ポｱｿﾝ分布'(S=k¥T=t)言響exp(-90に従うので

w=t¥S=k)=甥寿)Rff言帆(S=k¥T=t)PJS-k)

exp(-0嵐等剛-*'>_q+j)臓釧,順卿Hi+.9)rt言伽ma{帆向）＝

向(志)‘
（3,15）

ここで9＝2Ⅳ〃,uは1世代1遺伝子当たりの突然変異率である。

ここでは一般にn個の遺伝子をサンプルしたとき､その分離サイトから共通な祖先まで

の総合祖時間を推定する問題を考える。そのために、(T,S)の同時母関数を定義する。

GU,z)=服p(-"岬*1-婁剃r'(『-'β=k)e-*'dt}ただし別量O,0ẑlo
このとき、次のようにして容易に母関数を求めることができる（Pavareetal(l997))o

補助定理3．5

Ga,z)雲璽{ﾙーり鋳呈虜)側｝

(証明)突然変異は系図の全長Lのとき平均等のポｱｿﾝ分布で発生し滞在時耽

は分布密度が指数分布釜P(巧言0=̂exp-型与-'に従うことより、
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G(/U)=[[exp(-;i7Vk,.噌了鰯]]=E[exp(-")E[zsl恥,『"]］

…伽H川{剛"|婁人学叩半|｜
=[･xp(-Ar)exp(̂)exp(-̂)]=恥p(-̂r-|i(1-z))]

=E[exp{-XTj-̂(l-z)茎剛-璽恥p{-1弓-|(l-z)y'r,}]

一郎卿{_;U-|(l-r)小学exp(-単刈

一豆(天両豊満可）
ここでE[。|亀,….'Jは*2.…*を与えた下での条件付き期待値を表す(付録(H)参照)。

母関数Ga,z)をzのベキ級数に展開すると

‘("1－割細(赤'鰯《品)xfl(壷等綜万j癖‘)｝
〃

ここでZは'!=!>,=kを満たす全ての〃-1次元ベクトル''=('2.…..)について
｜『|=ルj－2

の和を表す。これより

'P(T=t,S=k)e-*'dt=Z{fl(蒜｡),(黄ﾗ当mtli鍔縁りハ

最後にラプラス逆変換により次の定理を得る。

定理3．6

P(T=t,S=k)弓碧|璽鈴)繍除M豊伽ma帆而÷可V

＝…(机而号三万)E竺芋工吋弊旦,］
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〃

また*Gammα(,)はガンマ分布の畳み込みを意味する。さらに
ノー2

叩小憩|(命)蟻(品)}よ，…条件下で""条件付分柿
Ji(r-Hs-*)-等蒜旦で与えられる。

定理3．6の内容は第1章、補助定理1．17に基づき次のように説明できる。

一つの遺伝子の系図上で突然変異率は芸である｡故に上個遺伝子の系図のいずれかで
mutationが起こるまでの待ち時間をびんとすると指数分布

'(叩‘)雲{卿闘}‘=卿{一等‘］で与えられる。また状態kでの滞在時間rAは

'(r,>0=exp--与旦to伽ｻﾝプﾙ遺伝子について最初に突然変異…
合祖が起こるまでの待ち時間M『"fok.**)の分布は

'伽(MM雲露魂-割･叩[-竺旦t妻卿<壁土筈fc-py
変化が起きたとき、それが突然変異、合祖である確率はそれぞれ

'(合祖)雲'(MiniâTk)書小(幾藷)庁志J_
これよりk個のサンプル遺伝子の系図についてr回突然変異が生じ最後にcoalesceが起こ

る確率は(再ニゴ)鱗(葱結）“回の突然変異と咽の合祖が起こる霞で噸
ら時間は指数分布即(雨量=万)の,噸畳み込みで与えられる…ﾝﾏ怖
伽"･(川雨量=可咋なる(ガﾝﾏ分布については付馳参肌

茎','雲z〃雲上を満たすべ外ﾙ,雲(v-.Oについて̂+y-i)(毒去)は掴
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の系統がノー1個の系統に合祖する前に乃回突然変異が起こる確率であり、

豆(両;可)'(品)は共通な一つの祖先に到達する震でにH'w伽)に洲
した突然変異と合祖が起こる確率である。状態jからノー1へ合祖するまでにり回の突

然変異が起こるとき状態，の滞在時間はガﾝﾏ分布G…(〃幸L而号=万)に従う。

"抑妻2…閥)をガﾝﾏ分布G…("他而号三万)に従う独立な確率変数け
ると、総計"'-Z"jの分布はこれらのガンマ分布の畳み込みで表される。

ノー2

,雲…に対して州書直{(赤)鋤(品)}州'け…
らかにZi4(r)=loTの条件付分布は1W=＃|s=た)=24(r)P("'-0となる。
｜ｵｰﾙ『

H-*

ガンマ分布Gα加加α(α,β)の平均、分散はそれぞれ"および叩2である。よって

W]雲婁7鰐三万"川"'雲妻汽両-*'
〃4(り+1)

条件s=kの下での合祖時間7の条件付平均および分散は次式のようになる。

|縦蹴黒噌州……叩剛剛
分離したｻｲﾄ数sについて別の表現式を紹介しよう｡系図の全枝の長さi-Zノ*Jが

ノー2

与えられたとき、突然変異の数はパラメーター皇Lのポアソン分布に従うので

P(S=k¥L)=哩孟型．x催)｡肋分布密度を棚とす靴
/>($=*)=rV(s=*i/)/i(')伽で与えられる｡L,=/r,0=2,3,…,")の分布は
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'(牛〃‘)掌非,十割-竿×；)雲｡靴-割よ，
分布密度は鬼(‘)-号･式-竿)となる。 '̂2>̂'3….A.は互いに独立で

*-z々なので､Lの分布密度は脆(');ﾉー2,3,:t伽)の畳み込みで得られるので
ノロ2

最終的に加害茎(－1)(ﾆ1号expf-̂Mとなる。伽’
就これは加雲芋僅‘順ｾー誉I/2)P-2という表示も可能である。
これより、分離サイト数sの確率分布は

p(s=k)=r竺祭･靴一等順-%ﾆﾘ号‘式-竿'ル
ー(芸)童(-り'Cこり号鳴抑(一望±ﾁﾆ｣』‘)”
雲妻(-り'(ﾘﾆﾘ(鈴)(赤)‘ (3.18）

3．3合祖過程の種々の性質

合祖過程を用いて集団内の遺伝子の系図や多様性に関する様々な性質を導くことがで

きる。ここでは唾jigman(1982),Tavare(1984)から幾つかの結果を紹介する。

この節では突然変異は仮定しないKingmanの合祖過程から導かれる性質を紹介する。

3．3．1合祖過程のジャンプ過程とファミリーサイズ過程

合祖過程α,のジャンプ過程{呪応ルー","-1,…,1}の推移確率を求める。PUの

咽･推移確率は…に対Ⅷ呪‘測附-|南’締
これより次の定理を得る。

定理3．7

"一合祖過程α,において､祖先ｻｲズ過程|α‘|とゾｬﾝプ過程PUは独立であり

α'＝呪|α,|と表される。また呪kの分布は次式で与えられる。

恥=‘'澱卿琴‘)害(卿苦幾fSU,肌〃
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ここでｽ,,え2,…,私はざに含まれるk個の同値類の各クラスサイズで、ス1+…＋み＝〃

を満たす。

（証明）α,＝呪|α‘|は3．1節で述べたので、式（3.19）を証明する。〃から始め、逆向き

の数学的帰納法で示す。

(i)*=〃のとき、ス,＝…=1=1なので、(3.19)の右辺=1が成り立つ。

(ii)kのとき成り立つと仮定して､‘eE",|ど|=kのとき̂ (-̂ *-f.-A)

と書くことにする。

(iii)k-lのとき、〃EE",|"|=た－1に対して

fluw-Z肌別'畔抑.-孟万星珊
〃のクラスサイズを1，,み,…,ムー，（ただしｽ,＋…+¥_i=n)とする。‘に含まれる二つ

のクラスが1クラスに合併して〃のルー1個のクラスが出来るのでどのクラスサイズは

1≦j≦た－1，1≦''≦名－1に対して、ス,,…..̂-l.y.為－1'>̂l+l>..…ŷk-lと〃のj番目のクラ

スを二つに分割する形で与えられる｡故に全ての可能なM′について加えればよいので､鈎

個の遺伝子…-,の二つ"制こ分割する方法は;(#)通’に注意Ⅸ

P̂(.V)=言雲南灘(卿拶k-¥)¥"…卿州-膨>M"4(i)
（"-当諜-2)'善"仙j-..Aj{t>K4-vor'J}
（"-肝:齢(‘-2)1棚…〃

よってた－1のときも成り立ち証明された。

"一合祖過程から派生するマルコフ過程としてファミリーサイズ過程{F.it≧0}がある。

αEE"がサイズjの同値クラスを耐,個('=1,2,…,"）含むとき'(ar)=(m,,m2,...""）
〃 〃

と書くことにする｡Z",はαに含まれる同値ｸﾗｽの数であり、Z""/="である。
j=1 ノーl

このとき、〃一合祖過程α'に対し、F,=f(a,)によってファミリーサイズ過程F.を定義す

る。α'はn個の異なるクラスに始まり、最終的に1つのクラスに合祖するので

ファミリーサイズ過程は̂ o=("A…,0)に始まり凡=(0,.,0,1)に終わる。ファミリーサイ
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ズ過程の推移確率P(F)＝MlFb）(ただしM=(/w,,m2,…,"'")､Fo=(*,0,…,0))はｸラス

〃

数をZ"'＝kとすると
j=1

'昨M|Fo)='仲鵬い'書"惚(呪バ'｝
‐恥鵬)里弓譜ﾃ皿叫"{像愚｝

/(#)=wを満たす‘の数は(岬&先!")…

'昨M剛書恥伽些幾ﾃ型×＊雲恥"0/(*-i);

ここで(造)‐
北！

mA.…""！
である。 (Tavare(1984)

(3.2の

3．3．2集団からアレルが消失する速度

突然変異が存在しないとき、集団内の遺伝的多様性は時間とともに消失してゆく。この

消失の速度をF℃肥en8tein(197l)に従い遺伝子系図を利用して導いたTavare(l98少の結果

を紹介する。

時刻tにサンプルしたn個の遺伝子がj種のアレルタイプを含む確率をQXnJ)とする。

このサンプル遺伝子の系図を遡ると

〃

&(",ﾉ)=YP,(n,k)Q,{Kj)(3.21)
ルーj

ここでB(",k)はnの遺伝子が北個の祖先に由来する〃一合祖過程の推移確率である。

"→”として全集団がノ種のアレルタイプを含む確率をe,(ﾉ)=iima(",y)とすると
〃→”

(3.1のを使って
a．

Q,(/)=limft(ny)=Ẑ (*)fio(*.y)(3-22)
ルーノ

ここで&>(*,/>は時刻f=0に取り出したk個のサンプルがちょうどノ種のアレルタイプを

持つ確率である。このとき次の補助定理が成り立つ。

補助定理3.8(Tavare(l984),(7.4)式）

′＝0の初期集団にK種のアレルタイプが存在したと仮定し、頻度をP¥,P2>…*Pk(ただ
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しZ/>,=!)とする｡このとき

g〃掌喜(-')'一(ﾁﾆ:)亭(い",i即…mm(k,K)(3.23)
ここでZは与えられた各､に対して'≦/,</j<….<js≦Kを満たすすべてのft....O

についての和を表す｡

(証明）アレルタイプを{1,2,…,*>とし、この中からノ種のアレル1≦h<h<…<'j≦K

を固定して考える。このノ種の中から7種の部分集合を取り出し'=ft.ら,..,U,r≦ノとす

る。集団からランダムにk個の遺伝子をサンプルするとき、AV)=AU,…j,)をこのA個の

サンプルに含まれるアレルタイプは'l.…,i,の部分集合であるという事象、また

B(l)=B(i1,..,nを含まれるアレルタイプがちょうど'l>…,'"′であるという事象とする。

二つのアレルタイプの部分集合J.={.k.,..,k¥Ji=(.ﾉi,..,〃についてJ,≠J*,.ﾉ,三I

J2三Jならば、B(J,)nB(JA=t、すなわちW.)とW2)は排反事象である。よって

,*(1)=Ys(y)なのでP(A(1))=YP(B(J))｡このとき包含と排除の原理(付録D参
』。JEI

照)によりp(B(i))=Y<,-1r'p(A(j))と表せる｡ここで;=|/Ly=U|(各集合の要素数)。
｡ﾉEI

これよりGo(*.ﾉ)=ZP(B(j,,j2,..,jJ))､ここでZはK種の中の全てのj種のｱﾚﾙﾀｲ
ﾉ ノ

プ1≦h<h<…</*ﾉ≦Kについての和を表す｡包含と排除の原理より

&(*.ﾉ)=yp(B(î,..,i.))=yy(.-iy-'p(A(L))(ただしs=¥L≦A=j)
ノノL毎J

一言Zpwm-iy-J,吾)>
ここでZiは集合=(*,....*.)を部分集合として含む集合J(ただしJ¥=/)の数である。

7(21)

これはK種のアレルタイプからLに含まれるs種のアレルを除いたK－S種のアレルから

,-脚ｱﾚﾙを選ぶ場合の数に等…患}妻㈲・漢たH崎…雁.)の瞳
/WO)=(/>,+…+pO&なので(3.23)を得る。
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たくノのとき明らかに&(*,/)=oであるが、このとき(3.23)の右辺=0も成り立つ。

これに注意し、（3.23)を((3.2動に代入すると

fl(ルヱ柵〃一言刑AtA""鴫)鵬｝
‐害(-り'一(訓亭茎珊("州｝ (3.24）

⑮

二つのｱﾚﾙA,aを仮定しｱﾚﾙAの初期頻度がpのとき､ブoso-y/(*)/>'とする
と=I

と'(PJ)は時刻tにおける集団がアレルAに固定している確率を表す。以上をまとめると

定理3.9(Tavare(l984),(7.⑳幻

時刻rに集団に存在するアレルの種類数がちょうどノである確率は次式で与えられる。

&(ﾙ書(riy-(ﾁﾆ*,琴〃か+/>,;') （3.25）

これらの結果は皿ttler(l975),Griffiths(197馴でも得られている。

さらに集団内の平均のアレル数を求めると

言川一言'{言珊仙)}一言{言'伽)}棚
アレルタイプを4,,42,.….4r、初期頻度をA>/>2>…>Pkとすると

四 K K

ヱノfi.(*.ﾉ)=y{i-(i-.p,)*}=*:-y(i-/>,)&、よって平均ｱﾚﾙ数は
ノ=1ノ画Iノー1

言川=z{*-Z(i-,,)ﾄ(鵬)書ﾙ妻加-,"）
と表される。

(3.2③

3．4モランモデルとサプサンプルの遺伝子系図

Kingmanの合祖過程は定理3.2、定理3.IKingmanの合祖過程は定理3.2、定理3.3で示した様にCanningsの可換モデル

からある条件の下で導かれるが、この範鴫に入らないモデルとしてモランモデルがある。

まずWatter8on(198⑲によるモランモデルの遺伝子系図について紹介し､さらにサンプル遺

伝子の中からさらに遺伝子をサンプルしたサブサンプルを考えたとき、サンプルとそのサ

ブサンプルの入れ子構造の遺伝子系図を考察したSaunderetal.(l984)の結果を紹介する。
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3．4．1モランモデルの遺伝子系図

第2．1節で紹介したN個の半数体生物集団のモランモデルを仮定する。すなわち毎

世代1個の親が選ばれ1－〃の確率で親と同じタイプの子供を、確率脚で親と異なる全く新

しいタイプの子供を1個生む。突然変異は無限対立遺伝子モデルを仮定する。その後、N

個の親の中からランダムに選ばれた1個体が集団から除かれ元の集団サイズに戻る。以上

を1世代とするモランモデルで、時刻f=0に集団からランダムにn個の遺伝子をサンプル

し、この遺伝子サンプルを(A./2.…..,I"}とする。これらの遺伝子の中に次のような二種類

の同値関係{Z),,̂;'=1,2,3,…}を定義する｡二つの遺伝子1*,/ﾉが突然変異を経由する事無

くt世代前に共通な祖先を持つとき､('*,/ﾉ)6Aと書き､二つの遺伝子はq同値という。

D,は突然変異を経ずにt世代前に同じ祖先を共有するもので分類されたクラスの集合であ

る｡D,に含まれるｸﾗｽ数をAで､Aに含まれるクラス畠(/=1,2,..,¥D,)のｻｲ犬を為

とする。二つの遺伝子hJjが1世代前からt世代前までの何れかの時点で、ある突然変異

遺伝子を共通祖先として持つときVt.Ij)eF,と書き､二つの遺伝子はF,同値という。同様

にｸﾗｽ数をF,で､F,に含まれるｸﾗｽ"ﾉ(y=l,2,..,F,)のｻｲ犬を必とする｡畠はn

個のサンプル遺伝子のt世代前まで突然変異を経由しない1つの祖先を共有するクラスを表

わし、7ルは突然変異を起こした1つの祖先を共有するクラスを表している。

二つの同値類によるn個の遺伝子{/..12-…,/の分割を
〃9

#,={,/=1,2,..,|D,|;77,,ﾉー1,2,..,|E|}={鋤}とする｡Z4+2̂f/="(ただし
iol#ol

p=¥Diq=¥F¥)である｡ﾓﾗﾝﾓデﾙの遺伝子系図過程R,の推移確率を考えよう。

初期状態はDo=w,Fo|=0、島={#,=(/,),/=1,2,...;#}である。

(i)第'世代の状態を凡=<#;>7、凡十,＝{ず*;"}とする。Kingmanの合祖過程と同様

に‘*が‘の中の二つのクラスを一つのクラスに融合することで得られるときぎ-くず＊と書

くことにする。どの中のクラス畠と島が'世代前に共通な親を持ちざ*でひとつのクラス

畠U身となったと仮定すると、これは親畠U島が突然変異を起こさずに子供畠を残した

55



場合と子供身を残した場合の二通りあるので､その確率は‘ぺず*のときに限り

nn*=職"}＆-{剛)=等墜』となるo(2側例2参照)(3.27)
(ii)/世代前の祖先畠が､その1世代前のある親個体の突然変異を起こした子供であると

き、第t+1世代では畠はF同値類に属すクラスになる。これをR,＝{ど;"}および

ft*={g－台;〃＋畠}と表わすことにするとその推移確率は

肌釧={‘-馴十釧凡={鋤})=詩。（剛
（通）変化を起こさない確率は

肌瓢-ftft-gMB-i-̂-y-'*-等ただし/HaÎ-̂Ⅳ2

二れは(i)の場合の数がp(p-l)通り､価)がp通りあることによる。

1世代当たりの推移確率が(3.27)(3.2砂(3.29で与えられる遺伝子系図のマルコフ連鎖

{R,;t=0,1,2,…}の推移はD同値類の中の二つのクラスの合祖かまたは突然変異による遷

移なので､1世代の帆}の推移確率はD同値類の数D,にしか依存しない｡Kingmanの合

祖過程と同様に{凡}のジャンプ過程を{**;*=*,"-1,…,0とすると凡=*|a,lが成り立

つ｡ft-tf;*、p=|AU=Îとすると、

P(RI={‘;"})=P(|D‘|=〃(凡={‘;"},|E|=911ql=p)=P(|Dl=〃(呪,={ftw})

が成り立つ。このとき次の定理が成り立つ。

定理3．10

初期条件A=ri,¥FA=0、Ro-{&=(/,),'-U,..ii;#}のとき

'(昨'咋側¥D,¥=k)雲購袈芸な"な(A>,-1)!

ただ昨｡山川-肌,"-M雲筈言い鄭書"。
（証明）
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P(呪,={助})=P(|E|=9,凡={勅}||D‘|=p)なので､ヅｬﾝプ過程の確率分布

/(,={ft';})が(3.3①の右辺で与えられることをpに関する逆向きの帰納法で示す。

(i)/>="のとき､呪"＝{畠,….,乱;'},|畠|=み＝1(1≦j≦"),9=0なので(3.3のの右辺

0¥n¥$
＝1が成り立つ。＝

"!("＋9)(0）

(ii)p=k+¥のとき成り立つと仮定して、ジャンプ過程の状態をR,Wで表わすと

(̂5R*=R)=Ẑ 呪騰.,=W)P(.̂ =R呪鮭,=W)(3.31)
〃

ジャンプ過程{3UのWからRへの状態変化は合祖又は突然変異によるので､場合分けをし

て考える。

(a)合祖による遷移：〃のD同値類に属す二つのクラス皇と気が合祖してRの一つのク

ラス員=皇U皇になったと仮定しよう｡|畠|=4,|畠‘|=え,とすると|皇|=為-4,．

雛二つ"ﾗｽ蝋に分割する方法は;(:)通い≦いい…"→肺
合祖による遷移である確率は

恥毒帆,雲")害((州卿等ﾗ雑川)州川(柵
(3.2③で合祖による遷移の部分だけの和は帰納法の仮定より

琴'伽-")而金可砺孟珂割雲(#){《箭黙砦。
叩……"(恥りv'

瓢(鵬満芸器‘)(恥り'1鄭仙K州"｝

署志淵ﾛ(岨)'1(刺言い）側
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(b)突然変異による遷移

〃＝{畠,…,鼻,"ﾉify.…〃ﾉ-1"j+l">'7a}>̂-{l"鼻うりi,-.,*7,}とする｡すなわちRの中の

F同値類の中の"ﾉ(1≦ノ≦9)がWの中のD同値類に属していた一つのクラスの突然変異に

09

よって遷移した確率を考える｡(a)と同様にしてP(呪&＝R|呪k､'＝〃)=(た+,)(た+g)、

な")約!｝
突然変異による変化の部分の和を取ると

琴刑"=")而美雨妻両急荊妻⑱競織¥ii
×面(A-D!
卦

一望織筈』(馴恥りĴt*J
(3.27X3.28》を加え合わせると童(4-0+か,=n-たなので(3帥を得る。

MM

よって、全てのルー〃,〃－1,…0について成り立つ。

さらにAの分布について次の定理が成り立つ。

定理3．11

'叫昨宴('-万満[(-I)'"*(2/+.9-1)刷鍔機”

ただし,k=岬…";rf.-哩芸二型.*<,,>=*(*+!)…いn-¥ル
xI"]＝x(x－1)…(*－〃+l)ok=0のときは、/=0の項は1とする。

（証明）数学的帰納法を用いる。

(3.33）

(3.3⑲

い'脚のと≦剛は'《'昨")-fl-万絵珂>'、これは第t世代まで全く変

化がない確率であり明らかに正しい。

(ii)/=0のとき(3.34)は(3.11)のf=0の時の右辺と一致するのでP&D,¥-k)-Ŝ.
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(〃)＝("’0)を出発点としてkは",〃-1,"-2,…,0;tは0,1,2,.…と二変数の数学的帰納法

で証明する。全ての{(k,0);ルー","-1,…,0}および{(,/);/=0,1,2,…}については成り立っ

ているので、r－1のとき、ルー","-1,…,0について成り立ち､tのときルー",("－1),..,/>ま

で成り立つと仮定する。

（通）時刻rおよびk=p-lのとき

PADi=p-l)=P(¥D,_,¥=p)P<¥D,¥=p-l|A-,|=P)

+p(¥D,-,¥=P-m¥D,¥=p-m_,¥=p-¥)

＝'('｡"'雲,)雨満"抑雲,-if蒜号可｝
P(¥D,J=p),P<¥D,J=p-l)は帰納法の仮定より(3.34)で与えられるので代入し整理する

と(3.34)を得る。

(刑で世代を[等’1と置きⅣ‘′2世代騨位時間とするﾀｲﾑｽｹーﾙ棚"→”

の極限を取ると a{'-万満}州=expM,,),4=̂1)
2

なので

慨'(|弓州=*)雲喜(-1)'-̂荒三砦織l!kexp[-i(i|zi),](3.35)
となり(3.11)と一致する。また、突然変異率〃＝0のとき、遺伝子系図過程凡は合祖過程と

なり、常にF,=0o(3.3のにおいて9=0,9=0とすると

肌雲側''叶昨等譜"雌("謡1)!り!"〃側
これは(3.'帥と一致する｡突然変異率灘>0のとき、′→”においてA→0となり、

全てのサンプルはある突然変異を祖先とする遺伝子となり遺伝子系図過程＆は次の定常分

布に収束する。

'(叶帆言伽A.＝')雲最Cu,-!)!(//,-!)!....(//-1)1 (3.37）

これは第4章で論じるEwensのサンプリング公式と呼ばれる式(4.鋤に対応し、定常状態の

集団からランダムに取り出した遺伝子がq種類のアレルタイプを含み、それぞれ似’個
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(j＝1,2,..,9)のサンプルを含んでいる確率を表わす。

3．4．2サプサンプルの遺伝子系図

N個の半数体生物から成る離散時間モランモデルを考える。集団からn個の遺伝子をサ

ンプルし、さらにこのn個のサンプルから、個("≦")のサブサンプルを取り出す。この

サンプルとサプサンプルの遺伝子系図に関するSaunde珂伽vareandWatterson(l98⑲の

結果を紹介する｡突然変異はないものとする｡4rwをn個のｻﾝプﾙのr世代前の祖先遺

伝子の数、‘wを加個のサブサンプルの祖先遺伝子の数とする。前節の記法では

<(0=Aである。(4*(/Xi*(0)の同時推移確率を

/>((,jiiX(*,/))=i>(0=*,̂(0=ﾉ4"(0)=*,<(0)=m)(3.38)

4W(')の推移確率を,(",ﾙ)=.P(0=*<(0)=n)とすると､定理3.11より

&仙害妻{'-*-A蓋蹄デ'蝿” (3.3鋤

二つの遺伝子系図過程4*CM』(0についてそれじれ祖先の数がr個になる最初の時刻を

r,(r)=mm{/;4*(/)=r},T̂r)=min{/;A(0=r)とし、鍬･<r)=A』Old-))とする。
‘.(r)はｻﾝプﾙの系図過程がr個の祖先に成った時点でのサプサンプルの祖先遺伝子
の数を表わす。このとき、次の補助定理が成り立つ。

補助定理3．12

4ｲv(0)＝",4＃(0)＝mとする｡このとき､Mf(-/);=0,1,2,..,1-1}は推移確率が次式
で与えられる時間的に非一様なマルコフ連鎖である。

刑･('－1)言ﾙ-K･(')雲胴-刑｡(『－1)=“･(')雲臓)雲#H側
（証明）

これは遺伝子系図過程でサブサンプルの祖先の数が減少するときは必ずサンプルの祖先の

数が減少するので、（3.4のはサンプルの祖先数がrになった時点でサブサンプルの祖先がk

のとき、サンプルの系図過程が合祖を起こしr－1になった時点でそれがサブサンプルの祖

先の合祖でもある確率…明らかに場合の数の比よ'〃"c璽雲等二号を得る｡※
た

‘｡(r)＝kのとき、明らかに‘｡(r-l)=たまたはﾙ-1なので(3.4のを得る。
この結果はモランモデルに限らず全ての可換モデルで成り立つ。
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これより鰯(0の条件付分布が得られる。

定理3．13

P側(‘)=ルイv(')=Mｲv(0)=M(0)=m
（"－m)!("一k)!"!("－¥)¥k¥(k-¥)¥×（"＋ノーD!

(3.41）

（加一ﾉ)!(*ーﾉ)!!("－D!ﾉ1(ノー1)!(*+m－1)1(11+ノールー")!

（証明）

4＃(r)＝k,‘(r)＝/,4N(r+1)＝たならば4('+!)=ﾉなので､左辺は

P側｡(k)=ﾉ<(0)=,̂(0)=m)に等しい｡すなわち､時期(&)において(3.41)が成

り立つことを示せば十分である.n鍬･(*)=/A,"(0)-n/*(0)=/)=̂(ﾙ,ﾉ)と書くと

補助定理3．12よりた≦〃-1,ノ≦"－1のとき

此ﾙ'(帆川淵刑(帆加-綿）側
境界条件はd(n,m)=l.ノ＞"のときK",ﾉ)=0である。まずノー加のとき(3.41)が成り立

つことを証明する。k+lまで成り立つと仮定すると

'伽)言'(州州1-芸謡）
（"一m)!("－A:-l)!m!("－!)!(*+1)!*!×（"＋"－1)!×(た＋"Xルー加+1)＝

＝

01(た＋1－腕)!"!("－1)1腕!("－1)！（た＋m)!("－た－1)！

("一加)!("－k-¥)¥m¥(m－!)!*!(*-1)!×（"＋m－1)1

k(k+l)

0!(ルー")!"!("－1)1腕!("－1)!(k+碗－1!"－k－1)!

これよりノー加のとき全てのkについて(3.41)が成り立つことが示された。最後に(*./)ま

で成り立つと仮定して(た,ノー1)のとき(3.42)より

'(*.y-i)-rt州j>&川北"-W
数学的帰納法により上式を整理すると証明される。

定理3．13と(3.39より(AHMw)の結合分布も得られる。

PMn,mUkJ))=P(A,(t)=k,A(0-/'4｛v(0)=聡蝋0)="）
-yfctfCŴW-MftO)-"湖(0)=m)P(4''(0=*4''(0)=")

=gfakyftk.ﾉ)(3.43)
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…-{笹刈Ⅳ’(鵬忌筋鰯ょ， '世代当たりの(0,<('))の推

移確率P(<n,m),(k,j))は

P((n,m¥(kJ))=

等旦×鰐三号』(w-D （ルー〃-1,ノー加－1）

等且×("-"(".緬-l(fi-x誰緬-(k=n-l.j害”〃("－1）Ⅳ2

{1-等旦}×1=1-幽二'1Ⅳ2
(*=,ノー加）

（3.4⑲

4*0i(ﾉ))はｻブｻﾝプﾙの系図過程が/個の祖先に到達した最初の時刻におけるサンプ

ル遺伝子の祖先の数である｡故にACTA/))=max{k;Al(k)=ﾉ}である。定理3．13よ
り次の定理を得る。

定理3．14

P(4ｨv(亜(/)=脆'4/v(0)=M(0)=m)=P(A･(〃+1)=/+¥,A＃｡(脆)=ﾉ）
（"一m)!("一k－1)!×"!("－1)1k!(た－1)!× （"＋ﾉ)！

＝

(加一ノー1)!(ﾙーﾉ)！〃!("－1)!/1(ノー1)！（k＋")!("＋ノールー")！

（証明）

AiV(兎(/))＝kとなるのは4"=jfc+iのとき鍬＝ﾉ+1，かつ4*-kのとき郷＝ﾉ、
すなわち合祖がサブサンプルの祖先内で起こるということなので補助定理3．12より

P(』＃(毛(ﾉ)=kl4N(o)=M’(0)=m)=P(AN．(*+!)=/+1,A』｡(*)=J)

＝'(帆川)×淵
これを整理して上の結果を得る。

特にノー1とするとサブサンプルの遺伝子系図MOが共通な一つの祖先に到達したときの

サンプル遺伝子の系図4(0の条件付分布が得られる。

系3．15

'(4W剛)“(0)=聡小)="雲(''‘－1)(州)(,"語縞譜ﾐ祭1)1
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特にルー1とすると

'(』'剛)=ik*(0)=,<(01雲昨'剛亭叩))=編糾となり非緋
高ぃ確率でサンプルとサブサンプルが同時に共通な祖先に到達することが分かる。〃→”

とすると、全集団の遺伝子と、個のサンプルが同時に共通な祖先に到達する確率は

'(』池(D)=14W(0)=oo,<(0)=m)=湯となる｡遺伝子の系図過程は祖先遺伝子
の数が1個づつ減少する死滅過程であり、サンプルとサブサンプルの共通祖先の集合は高

い確率である世代で一致することを意味する。これをサンプルとサブサンプル遺伝子系

図過程のカップリング(couplin9と呼ぶ。ある世代でカップリングが生じるとそれ以後は二

つの遺伝子系図は同一の系図過程となる。カップリングが最初に起こった世代におけるサ

ンプルおよびサブサンプルの祖先の数をLとすると､初期条件4(0)=M,(0)碗のとき、

その確率P(L=/)はMiJ)=P(4』｡(ﾉ)=ﾉ4*(0)-M*(0)-ii)を用いて

HL-/)=<*(ﾉ,/)-<>(/+l,/+!)=2ルー腕m!("－1)l("ーノー1)1(11+ノ2!(3.45)
〃!("－1)!(加十/)!(加一/)1

突然変異を考慮に入れたモランモデルを考える。サンプル、サブサンプルの遺伝子系図で

3．4．1節で定義した突然変異を経由しない祖先遺伝子の同値クラス類Qに着目したプ

ロセスを考えよう｡すなわち4"(')=|Aであり、4N(0.4*(0はｻﾝプﾙ､サブｻﾝブ

ﾙの突然変異を経由していない祖先遺伝子の数を表わす。4"(0の'世代あたり推移確率

を〃"=P(4ｲv(1)=&'4｛v(O)=")とすると､(3.27X3.28X3.29より

1－"("＋9－1） (ルー"）
Ⅳ(Ⅳ＋8）

"("＋9－1） ただし*-*L
1－zｨ。

（ルー〃－1）

その他

一
一

○
魔〃

〃 (3.4③
〃(N+&)

0

4(')の推移確率をh‘(",北)=P"#(')=“(0)=")とするとﾉh,("勘膨)=P(¥D,¥=k)X

り(3.34)式で与えられる。iAr<t¥A"(t))の同時分布を

P,((n,m),{k,/))=P(0=た〃(0=ﾉlAW(0)=M’(O0とすると､'世代当たり

の推移確率は
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