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一般固有値問題から学ぶ線形代数  

 
線形代数学において、線形空間、基底、行列の固有値問題から、さらに一般固有値問題、

ジョルダンの標準形まで講義をすすめることは難しく、理科系教養の講義でも線形代数の

一部の紹介で終わってしまうことが多い。そこで、逆に一般固有空間、ジョルダンの標準

形を学び、その特別な場合として、エルミート行列、ユニタリー行列、対称行列、直交行

列などのスペクトル分解へという方法も考えられる。一般固有空間とその上の適当な基底

での表現行列としてジョルダン標準形を修得すると、上記の行列の固有値問題がその特殊

な場合として見通しよく理解できる。以上のような試みとして、笠原皓司著「線形代数と

固有値問題」（現代数学社）を参考テキストとして、上記のような流れで線形代数学の内容

を再構成してみたものである。ただし線形空間、基底などの基礎的事項は付録を参照して

いただきたい。 
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§１．一般固有値問題 

E 上の線形変換：ϕ    
 )0()( ≠= xxx λϕ  を満たす x を固有ベクトル、λを固有値という。 
   λが固有値 0)det( =−⇔ IA λλは (固有方程式)の解である。     
 ϕの異なる固有値： rλλλ ,....,, 21   （係数体：複素数体） 
 
＊固有空間   rixIxF ii ,...,2,1}0)(;{ ==−= λϕ  

＊一般固有空間 rixIkxG k
ii ,...,2,1}0)(;{ ==−= λϕがあってある非負整数  



 2 

       iG は線形部分空間で ii FG ⊇  

 
定理１．任意の線形変換ϕ   

rGGGE ⊕⊕⊕= L21 （直和）；各 iG に対しある自然数 ik が定まって 

}0)()(;{ =−= xIxG ik
ii λϕ  かつ 0)( 1 ≠− − xI ik

iλϕ となる x が iG に存在する。 

ik を固有値 iλ の標数という。 
＜証明＞ 

① ),..,2,1( riI ii ==− ϕλϕ とする。 L⊇⊇⊇⊇ )()()( 32 EEEE iii ϕϕϕ    

Ｅは有限次元なので L==⊃ +− )()()( 11 EEE k
i

k
i

k
i ϕϕϕ  となる k が存在する。 

このようなｋの最小値を ik とし、固有値 iλ の標数という。 i
k

i REi =)(ϕ とおく。 

L=== + )()( 1 EER ii k
i

k
ii ϕϕ より部分空間 iR 上では ik

iϕ は全単射である。 

② i
k

i GKer i =)(ϕ  ； }0)(;{}0)(;{ ==== xxxkxG ik
i

k
ii ϕϕがあってある  

明らかに }0)(;{ =⊇ xxG ik
ii ϕ 。逆にあるｋがあって 0)( =xk

iϕ のとき、 ikk ≤ ならば明ら

かに 0))(()( == − xx k
i

kk
i

k
i

ii ϕϕϕ 。 ikk > ならば )(1 xy k
i
−= ϕ とすると ikk ≥−1 より iRy∈   

よって 0)()( == xy k
ii ϕϕ 、①より 0)(1 == − xy k

iϕ すなわちｋの値を１つ減らせる。これ

を繰り返すと 0)( =xik
iϕ 、すなわち )0()( 1−∈ ik

ix ϕ 。 

③ ii RGE ⊕=    

)Im(),( ii k
ii

k
ii RKerG ϕϕ == より ii RGE dimdimdim += 。故に }0{=ii RG I を示せば 

よい。 ii RGx I∈ ならば 0)( =xik
iϕ 。一方 iRx∈ よりある Ey∈ によって )(yx ik

iϕ= 、 

これより 0)(2 =yik
iϕ 、すなわち iGy∈ 。これより 0)( == yx ik

iϕ 。 

④ ii RG , は −ϕ 不変な線形部分空間。  Iii λϕϕ −= とϕは可換なので、 

iGx∈ のとき、 0)0())(())(( === ϕϕϕϕϕ xx ii k
i

k
i 、よって iGx ∈)(ϕ 。  
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iRx∈ のとき、 )(),( Eyyx ik
i ∈= ϕ 、よって i

k
i

k
i Rxyx ii ∈== ))(())(()( ϕϕϕϕϕ 。 

⑤ ϕの iG 上の固有値は iλ のみ。 iR 上の固有値は iλ を除く全ての rλλ L,1 。 

iG が )( ijj ≠λ を固有値に持つとする。それに対応する固有ベクトルを iGx∈ とすると 

),0()( ≠= xxx jλϕ これより 0)()()()(0 ≠−=−== xxIx iii k
ij

k
i

k
i λλλϕϕ となり矛盾。 

iRx∈ のとき、①より 0)( =xiϕ なら 0=x 。よって iλ は iR の固有値ではない。   

ii RG , の基底をそれぞれ },{},,{ 11 νμ ffee LL とすると、これら νμ + 個のベクトルは E の

基底になる。この基底によるϕの行列表示は 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

B
A

ffeeffee
0

0
),,,,,())(,),(),(),(( 1111 νμνμ ϕϕϕϕ LLLL  、 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

B
A

M
0

0
   

BA, はそれぞれϕの iG 上、 iR 上の表現行列。ϕの固有多項式は 
ri m

r
mIMIBIAIM )()()det(),det()det()det( 1 λλλλλλλλ −−=−−−=− L   

かつ 0)det( =− IA λ は iλλ = のみを解に持つので ,)()det( 1
imIA λλλ −=−  

∏
≠
=

−=−
r

ij
j

m
j

jIB
1

)()det( λλλ 。これより ii mG =dim 。 

⑥ rGGGE ⊕⊕⊕= L21  （直和） 

まず③より 11 RGE ⊕= 、部分空間 11 , RG は線形変換 jϕϕ, について不変である。部分空間 

1R に①～⑤の議論を繰り返し使うことにより RGGGE r ⊕⊕⊕⊕= L21 を得る。R はϕ   
不変で固有値を全く含まない。 1dim ≥R ならばこのようなことは起こらないので }0{=R 。        

   
系 1-1． に等しい）は一般固有空間の次元の代数的重複度 iiii mmG λ(dim =  
系 1-2． ii mk ≤   

 ik は L⊇⊇⊇⊇ )()()( 32 EEEE iii ϕϕϕ において次元が減少する回数を表わすが、次元

の減少は部分空間 iG のみで起こるので、その次元数 im を超えない。 

 
§２．最小多項式 

定義１． ϕの最小多項式： rk
r

k )....()()( 1
1 λλλλλ −−=Ψ  （ jk は固有値 jλ の標数）  

定理２． 
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（１） 0)( =Ψ ϕ   
（２）ϕの固有多項式 )(λΦ は最小多項式 )(λΨ で割り切れる。故に 0)( =Φ ϕ   
                  Hamilton-Cayley の定理 
（３）最小多項式 )(λΨ は 0)( =ϕQ を満たす多項式 )(λQ を全て割り切る。 
＜証明＞ 
（１） 任意の )(1 iir Gxxxx ∈+= L について 

  0))()(())(())((
1 11

=−=Ψ=Ψ ∑ ∏∑
= ==

r

i

r

j
i

k
j

r

i
i xIxx jλϕϕϕ  なぜなら 0)()( =− i

k
i xI iλϕ 。 

（２） ),..,1(,)()()1()( 1
1 rimk ii

m
r

mn r =≤−−−=Φ λλλλλ L より明らか。 

（３） )(λQ を 0)( =ϕQ を満たす多項式とする。 iλλ = を中心としたティラー展開により 

p
i

i
p

i
i

i p
QQ

QQ )(
!

)(
)(

!1
)(

)()(
)('

λλ
λ

λλ
λ

λλ −+−+= L 。  

0)(, 1 ≠∈ − xGx ik
ii ϕ とすると、 

)(
!

)(
)(

!1
)(

)())((0
)('

x
p

Q
x

Q
xQxQ p

i
i

p

i
i

i ϕ
λ

ϕ
λ

λϕ L++== 。 

ikp ≥ なら 0)( =xp
iϕ より )(

)!1(
)(

)(
!1

)(
)(0 1

)1('

x
k

Q
x

Q
xQ i

i
k

i
i

i
k

i
i

i
−

−

−
++= ϕ

λ
ϕ

λ
λ L 。

次の補題１より )(,),(, 1 xxx ik
ii

−ϕϕ L は一次独立なので、 

0)()()( )1(' ==== −
i

k
ii

iQQQ λλλ L 。これは多項式 )(λQ が iλλ = を少なくとも ik  

重根として持っていることを意味する。よって )(λQ は ik
i )( λλ − で割り切れる。 

従って )(λQ は rk
r

k )()()( 1
1 λλλλλ −−=Ψ L で割り切れる。   

 
 

補題１．線形変換ϕに対し 0)(,0)( 1 ≠= − xx kk ϕϕ なら、 )(),....,(, 1 xxx k−ϕϕ  
  は線形独立である。 
＜証明＞ 

0)()( 1
21 =++ − xcxcxc k

kϕϕ とする。両辺に
1−kϕ を施すと 0)( =xkϕ より 

0)(1
1 =− xc kϕ 、 0)(1 ≠− xkϕ なので 01 =c 。同様に ,...., 32 −− kk ϕϕ を施すと順に 

0....2 === kcc 。 
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定義２．線形変換ϕがべき零 0=⇔ kϕ 、 1≥k 自然数  
    このような k の最小の数をϕの零化指数という。  

 
定理３ べき零変換ϕの固有値は０のみ。逆に固有値が全て０ならϕはべき零。 

＜証明＞ 
固有値をλとすると )0(,)( ≠= xxx λϕ  よって 0)( == xx kk λϕ より 0=λ 。 
固有値が０だけとすると、ϕの固有方程式は

nλλ =Φ )( 。よって定理２（２）より 0=nϕ 。 
 
系 3-1 べき零変換ϕの零化指数は固有値０の標数に等しい。（定理１より明らか） 

 
定義３．線形変換ϕが半単純 rrr pppp ,...,, 111 λλϕ ++=⇔ L は射影作用素 
系 3-2 べき零で半単純な変換は０に限る。 
 rr pp λλϕ ++= L11 とすると 01 == rλλ L より 0=ϕ 。 
 
定理４． 二つの半単純変換 21 ,ϕϕ が可換、 1221 ϕϕϕϕ oo = が成り立つための必要十分条

件は共通な射影作用素の組 mpp ,...,1 があって同時に 
  mmmm pppp μμϕλλϕ LL +=+= 112111 , と表わされることである。 
  ただし、 mλλ ,...,1 や mμμ ,...,1 は必ずしも異ならない。 
＜証明＞  十分性は明らかなので、必要性を示す。 21 ,ϕϕ の射影分解を 
 nnmm qqpp μμϕλλϕ LL +=+= 112111 , とする。 21 , ϕϕ が可換なので、その多項式 

も可換、よって ip と jq も可換である（射影作用素の表現参照）。そこで 

)()(
),()(

11112

11111

mnnm

nmmn

ppqppq
qqpqqp
++++++=

++++++=
LoLLo

LoLLo

μμϕ
λλϕ

と書くと、これは ji qp o の

線形結合である。そして },..,1,,..,1;{ njmiqp ji ==o は射影作用素の条件 

( ) ( ) )(, ,,
111 1

jiljkilkji

n

j
j

m

i
i

m

i

n

j
ji qpqpqpIqpqp oooooo δδ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑∑

=== =

 

を満たしている。 
 
系 4.1   二つの半単純変換 21 , ϕϕ が可換なら線形結合 21 ϕϕ ba + および 21 ϕϕ o もまた 
  半単純である。 
＜証明＞ 
定理４より mmmm pppp μμϕλλϕ ++=++= LL 112111 , 、よって 

mmm pbapbaba )()( 11121 μλμλϕϕ ++++=+ L 、 mmm pp μλμλϕϕ ++= Lo 11121 。 
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定理５．２つのべき零変換 21 , ϕϕ が可換なら、 2121 , ϕϕϕϕ o+ もべき零である。 
＜証明＞ 

0,0 21 == nm ϕϕ 、 nm ≤ とする。可換なので 0)( 2121 == mmm ϕϕϕϕ oo 。 

∑
+

=

−++ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=+

nm

j

jnmjnm

j
nm

0
2121 0)( ϕϕϕϕ o 。なぜなら、 mj ≤ のとき、 njnm ≥−+ 。 

 
 
○一般固有空間への射影作用素の表現 
 分解 rGGGE ⊕⊕⊕= L21 の一般固有空間 iG への射影作用素を ip とする。 

    iijiiir GEpjippppppI =≠==++= )(),(0,, 2
1 oL  

ϕの最小多項式を ∏
=

−=Ψ
r

j

k
j

j

1

)()( λλλ とする。
)(

1
λΨ

を部分分数分解して 

rk
r

r
k

hh
)(
)(

)(
)(

)(
1

1
1

1

λλ
λ

λλ
λ

λ −
++

−
=

Ψ
L 、 )(λjh は高々 1−jk 次の多項式。これより、 

,
)(
)()(

)(
)()(1

1
1

1 rk
r

rk hh
λλ
λλ

λλ
λλ

−
Ψ

++
−
Ψ

= L  

),..,2,1(
)(
)()()( rihg

ik
i

ii =
−
Ψ

=
λλ
λλλ とすると )()(1 1 λλ rgg ++= L 。 

)()(1 ϕϕ rggI ++= L より ))(())((1 xgxgx r ϕϕ ++= L 。 

( ) 0)))(()(())(()())(( =Ψ=−= xhxgIxg ii
k

ii
k

i
ii ϕϕϕλϕϕϕ o より ii Gxg ∈))((ϕ  

よって ∏
≠
=

−==
r

ij
j

k
jiiii

jhggp
1

)()()(),( λλλλϕ 。 

定理６． 
任意の線形変換ϕは互いに可換な半単純変換とべき零変換の和として一意に表せる。 

＜証明＞ 分解の存在： 
定理１よりϕの一般固有空間によって直和分解： rGGGE ⊕⊕⊕= L21 。 

これに対する射影 rpp ,...,1 が決まり、 rppI ++= L1 、 rppI oLoo ϕϕϕϕ +== 1 。 
III iiii λϕλλϕϕ +=+−= )( とすると、 

θψ
ϕϕλλλϕλϕϕ

+=
++++=++++= )()()()()1.2( 1111111 rrrrrrr pppppIpI oLoLoLo

rrrr pppp oLoL ϕϕθλλψ ++=++= 1111 ,)2.2(  
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ψ は明らかに半単純なので、θ がべき零であることを示す。 ji p,ϕ はϕの多項式で表わさ

れるので可換、よって r
k

r
kk pp oLo ϕϕθ ++= 11 。 ),...,max( 1 rkkk = とすると任意の 

Ex∈ について ii Gxp ∈)( より 

0))(())(()()3.2( 11 =++= xpxpx r
k

r
kk ϕϕθ L 、よって 0=kθ 。 

分解の一意性： 
別の表現 11 θψϕ += があるとすると、 11 θψθψ +=+ より θθψψ −=− 11 。 

1ψ と 1θ は可換なので 1ψ は ϕθψ =+ 11 と可換である。半単純変換ψ はϕの多項式で表わさ

れるので 1ψ とψ も可換、同様に 1θ とθ も可換である。故に系 4.1 より 1ψψ − は単純、 
定理５より θθ −1 はべき零である。系 3.2 より 011 =−=− θθψψ である。 
 
系 6-1  θ の零化指数は ),...,max( 10 rkkk = である。 

＜証明＞式(2.3)より ),...,max( 1 rkkk ≥ なら 0=kθ 。 ),...,max( 1 rkkk < なら 

iGx∈ )(Epi= で 0)( ≠xk
iϕ となるものが存在する。 )(0)( ijxp j ≠= なので 

00)(0)( ≠++++= LL xx k
i

k ϕθ 、よって ),...,max( 10 rkkk = である。 

 
系 6-2   線形変換ϕが半単純であるための必要十分条件はϕの固有値の標数がすべて 
  １であることである。すなわち、ϕの最小多項式が重根を持たないことである。 
＜証明＞ ϕが半単純 11),...,max(0 110 ==⇔==⇔=⇔ rr kkkkk Lθ 。 

 
§３．行列との対応、ジョルダン標準形 
ϕ の一般固有空間 rGGG ,...,, 21  、 rGGGE ⊕⊕⊕= L21 。 

基底： )(,.....,...;..........);(,......... 11111 1 rrmrm GeeGee
r
∈∈  

上の基底を取ったときの表現行列は 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

r

mrmr

A

A
A

eeee
rr

L

MO

L

00
00

000
00

),....,())(),....,(( 2

1

1111 ϕϕ 、 iA は部分空間 iG での表現行列 

θψϕ +=  （半単純変換＋べき零変換）とすると、 ),()()( ijijij eee θψϕ +=  
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ψ は単純なので、 ),..,1;,..,1()( rimjee iijiij === λψ 。よってψ の表現行列は 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

r

r

rmrm rr
eeee

λ

λ

λ

λ

ψψ

000
000
00

00
000

000

),...,())(),...,((
1

1

1111

LLL

OM

M

MOM

M

MO

LLL

 

べき零変換θ の表現行列は 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

r

rmrm

B

B
B

eeee
rr

00
00

00
00

),...,())(),...,(( 2

1

1111

L

OM

M

L

θθ 、  

IAB iii λ−= ： iG 上で考えたべき零線形変換θの表現行列 

        0,0 1 ≠= −ii k
i

k
i BB 零化指数 ik は固有値 iλ の標数に等しい 

○θの零化指数がＥの次元ｎに等しいとき、ある Ex∈ が存在して 0)(1 ≠− xnθ  
線形独立系 }),(),......,(),({ 11 xxxx nn θθθ −−  を基底に取る。 

Nxxx

xxxxxx

nn

nnnn

)),...,(),((

00
10

100
0010

)),...,(),(()),...,(),((

21

2121

−−

−−−−

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

θθ

θθθθθ

LLL

M

MOOM

M

L

 

○ 零化指数 )( nk < のとき 

定理７． 
零化指数 )( nk < のべき零変換θ の表現行列は 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00
10

100
0010

,2

1

LLL

M

MOOM

M

L

O i

s

N

N

N
N

N ただし の形のものが選べる。 

零化指数 )( nk < は sNN ,...,1 の最大次数に等しい。 
＜証明＞ 

① kixxW i
i ,...,2,1}0)(;{ === θ とおく。各 iW は線形部分空間で ,EWk =  1W はθ の固

有値０の固有空間である。 EWWWW kk =⊂⊂⊂⊂⊂ −121}0{ L 。 1−− kk WW から線形独立

なベクトル
1

,...,1 rxx をとる。 ],....,,[
1211 rk xxxWE ⊕= − （直和）。 

1111
),(,),(),(

......................................
),(,),(),()1.3(

),(,),(),(

21

222
2

2
1

111
2

1
1

rrr
k

r
k

kk

kk

xxxx

xxxx

xxxx

θθθ

θθθ

θθθ

L

L

L

−−

−−

−−

 とすると、これらの 1rk × 個のベクトルは線形独立。 

0)()()(
1 1 1 1

1 1 1 1
,1

2
2

1
1 =++++∑ ∑ ∑ ∑

= = = =
−

−−
r

i

r

i

r

i

r

i
ikiiiki

k
ii

k
i xcxcxcxc θθθ L とする。両辺に 1−kθ を作用

させると、 0)( =i
k xθ より∑

=

− =
1

1

1 0)(
r

i
i

k
ki xc θ 。すなわち 1

1

1

−
=

∈∑ k

r

i
iki Wxc 、よって 0

1

1

=∑
=

r

i
iki xc 。 

1
,...,1 rxx の線形独立性より ),..,1(0 1ricki == 。同様に両辺に 2−kθ を作用させると 

∑
=

−
− =

1

1

1
,1 0)(

r

i
i

k
ik xc θ 。従って同様にして ),..,1(0 1,1 ric ik ==− 。これを繰り返せばよい。 

(3.1)のベクトルで E 全体が張られているときは、これらのベクトルを基底とするθ の表現

行列は 

)(

0
1

10
10

, 行列kkN

N

N
N

N k

k

k

k

×

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
OO

 

kN はｋ個の基底 }),...,(),({ 21
ii

k
i

k xxx −− θθ で張られる部分空間での表現行列である。 

② 211 )(),...,(
1 −− −∈ kkr WWxx θθ であるが、それに加えてさらに線形独立なベクトル 
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211 2
,..., −− −∈ kkr WWyy を取ってくる、 ],...,),(),...,([

21 1121 rrkk yyxxWW θθ⊕= −− 。(3.1)と同

様に次のベクトルの系列を考えると、この 2)1( rk ×− 個のベクトルは線形独立である。   

2222
),(,),(),(

......................................
),(,),(),()2.3(

),(,),(),(

22

222
3

2
2

111
3

1
2

rrr
k

r
k

kk

kk

yyyy

yyyy

yyyy

θθθ

θθθ

θθθ

L

L

L

−−

−−

−−

   この操作を、E を張るまで繰り返す。 

最終的に   kkk WWWWW ⊂⊂⊂⊂⊂ −− 1221 L  

(3.3)  

11111
),(),(,),(),(

.....................................................
),(),(,),(),(

221

111
2

1
2

1
1

rrrr
k

r
k

kk

xxxxx

xxxxx

θθθθ

θθθθ

L

L

−−

−−

  

s

rrr
k

r
k

kk

z

z

yyyy

yyyy

M

LLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLL

L

L

1

32

111
3

1
2

2222
),(,),(),(

......................................
),(,),(),(

θθθ

θθθ

−−

−−

   

srkrk ×++×−+× 1)1( 21 L 個のベクトルが E の基底になっている。この基底を取ったと

きのθ の表現行列は 
 

jN をこの標準形のジョルダン細胞という。 

 
定理８． ジョルダン標準形 

)(

0
10

10
10

,

1

1 行列jjN

N

N
N

N

jk

k

k

×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

− OO

O

O

O
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任意の線形変換ϕに対し適当にＥの基底を選ぶと、その表現行列が 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

rA

A
A

L

MO

L

00
00

000
00

2

1

、 ただし

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

i

i

i

iA

λ

λ
λ

LL

OM

O

0
1
00
001

 の形にできる。 

小行列 iA の並べ方を別にすれば一意である。(3.3)の横一列に並んだベクトルの列をこの標

準形に対応するジョルダン鎖という。  
 
§４ ジョルダン標準形の例 
例１． 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−
=

110
130
112

A   固有方程式 0)2()det( 3 =−=− λλIA より 2=λ （三重解）。 

Ｅ＝固有値 )2( =λ の一般固有空間。 0)2( 2 =− IA より最小多項式は ,)2()( 2−=Ψ λλ  

標数=2、Ａは単純でない。標数２よりＡのジョルダン標準形は

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

200
020
012

。 

0)2( ≠− xIA となる x を求めれば、 xxIA ,)2( − が１つのジョルダン鎖である。例えば、

)1,0,0(tx = とすると、 0)1,1,1()2( ≠−−=− txIA なので、 )1,0,0(),1,1,1( tt −− は１つのジ

ョルダン鎖。 0)2( =− yIA を満たす 0≠y を )1,1,1( −−t
と線形独立に取る。例えば

)1,1,0( −=ty とする。この３つのベクトルを並べた行列を 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
=

111
101
001

T としてＡを変換すると

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

200
020
012

1ATT 、ただし

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=−

011
110
001

1T 。 

なお、Ａのスペクトル分解は

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−+=

110
110
110

200
020
002

)2(2 IAIA であって、 
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この第２項をＴで変換して

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−−

000
000
010

)2(1 TIAT を得る。 

 
例２． 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−−
−−

=

5262
1011
2121
1021

A   固有方程式 0)1()det( 4 =+=− λλIA より 1−=λ 。 

 
OIAOIA =+≠+ 2)(,)( より 1−=λ の零化指数（＝固有値 1−=λ の標数）は２である。 

ジョルダン鎖は },)(;,){( 2211 xxIAxxIA ++ または },;,){( 2111 yyxxIA + のタイプ、すなわ

ちＡのジョルダン標準形は 

     

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

1
1

1
11

,

1
11

1
11

または のいづれかの形になる。 

}0)(;{1 =+= xIAxW の次元が２なら第１のタイプ、３次元なら第２のタイプとなる。 

2

4222
1111
2111
1000

4262
1111
2131
1020

)( =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−−−
−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

−−
−

=+ RankRankIARank  

よって 2)(4)()dim( 1 =+−=+= IARankIAKerW 。Ａの標準形は第１の形である。 
各ジョルダン細胞のジョルダン鎖を求める。 0)( ≠+ xIA である線形独立な二つのベクト

ル 21, xx を取ると、 },)((},,){( 2211 xxIAxxIA ++ が二つのジョルダン鎖になる。 
例えば )1,0,1,0(),1,1,1,0( 21

tt xx == と取ることができるので、 )0,1,0,1()( 1
txIA =+  

)2,0,1,1()( 2
txIA =+ 。従って標準化行列Ｔは 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

2131
1010
1111
1011

,

1210
0011
1110
0101

1TT 、これより

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

=−

1000
1100
0010
0011

1ATT 。 

 
例３ 
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,

0000
1110
1000
1011

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=A 固有方程式 0)1()det( 22 =−=− λλλIA より 1,0=λ 。 

22 ,;)(, AAIAIA −− の階数の低下を調べる。 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−
−

=−

1000
2010
2010
2010

)(,

1000
1010
1010
1010

2IAIA よりいずれも Rank は２である。 

)()())(( 2 EIAEIA −=− より固有値 1=λ の標数は１で一般固有空間はこの固有値の固有

空間に等しい。この部分については対角化可能で固有ベクトルとして例えば )0.0.0.1(1
tx =  

)0,1,0,0(2
tx = とする。次にＡの階数は３であるが、 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

0000
0110
0000
0011

2A より 2)( 2 =ARank 、故に )()( 2 EAEA ⊃ となり固有値０の標数は 

2≥k である。他方 0=λ の重複度は 2=m である。 2=≤ mk より 2=k となる。 
従って、固有値 0=λ の固有空間は１次元で、一般固有空間は２次元である。Ａの最小多項

式は )1()( 2 −=Ψ λλλ となる。またＡのジョルダン標準形は 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
1

0
10

J であり、固有値 0=λ に対するジョルダン鎖は 0,02 ≠= AxxA となる

x を一般固有空間から取って },{ xAx を作ればよい。例えば )0,1,1,1(),1,0,0,0( tt Axx ==  
と取ると、標準化行列Ｔは最初の固有ベクトル 21, xx と共に並べて 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0010
1001
0001
0101

T となる。行列Ａの一般スペクトル分解は最小多項式を用いて直接一般固

有空間への射影を計算する方が早い。 

1
11

)1(
1

22 −
+

+
−=

− λλ
λ

λλ
より

2)1)(1(1 λλλ ++−= 。
2

2
2

1 )(,1)( λλλλ =−= gg とする。 

これより、

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−=

0000
0110
0000
0011

,

1000
0010
0010
0010

2
2

2
1 APAIP  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

+=−++⋅+⋅=

0000
1000
1000
1000

0000
0110
0000
0011

})({}10{ 122121 APPPIAAPPPA

 

 
例４． 

,

1110
1101

0010
1110

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=A 固有方程式 0)1()det( 3 =−=− λλλIA より 1,0=λ  

固有値 0=λ は単根で固有ベクトルとしては )1,1,0,0(tz = が取れる。 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

=−

1001
1001

0000
0000

)(,

1001
1001
0000
0000

)(,

0110
1001

0000
1111

32 IAIAIA  

階数はそれぞれ、２、１、１である。従って 1=λ の標数は２である。 1=λ の一般固有空間

は３次元なので、そのジョルダン細胞は

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100
010
011

の形となる。ジョルダン鎖は 

0)( ≠− xIA なる x を取って },){( xxIA − 、および 0)( =− yIA で xIA )( − と一次独立な

ベクトル }{y を取ればよい。例えば、 )}0,0,1,0(),1,0,0,1(){( tt xxIA ==− および 
)}0,1,1,0({ ty = が取れる。従って、標準化行列 T は 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

1001
1101

1111
0001

,

1001
1100
0110
0001

1TT このとき

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−

0000
0100
0010
0011

1ATT 。 

最小多項式は
2)1()( −=Ψ λλλ である。 

2
22 )1()2(1,1

)1(
2

)1(
1

−+−=+
−
−

=
−

λλλ
λλ

λ
λλ

より
2

21 )1()(),2()( −=−= λλλλλ gg 。 

従って、

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=−=

0001
1101

0010
0001

,

1001
1001
0000
0000

)( 21
2

2 PIPIAP である。そして、 
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

−+=+−+⋅+⋅=

1111
0000
0000
1111

0001
1101

0010
0001

)(}){(}01{ 112121 PAPAPPIAPPA

 

 
§５ 

1)( −−ϕλI の構造 
定理９． 
線形変換ϕの異なる固有値を全部で rλλ L,1 とする。固有値 iλ に対応する一般固有空間を 

iG 、 iG への射影作用素を ip 、また iλ の標数を ik とするとき、 1)( −−ϕλI はλ の有理関数

でその部分分数展開は次式で与えられる。 

∑ ∑
= =

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=−
r

i
j

k

j
j

i

j
i p
I

I
j

1 1

1
1

)(
)(

)()1.5( o
λλ
λϕ

ϕλ  

＜証明＞ 

∑
=

=
r

i
ipI

1

より ∑
=

−=−
r

i
ipII

1

)( oλϕλϕ   

i
i

i
iiiiii p

I
IppIpI ooo ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−−=−+−=−
λλ
λϕ

λλλλλϕλϕ )()()()()2.5(   

ここで i

k

i

i

i

i

i
i p

II
Iq

i

oL
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+
−

=
−1

1
λλ
λϕ

λλ
λϕ

λλ
として、 iq を(5.2)に掛けると 

iq はϕの多項式なので可換、よって )(EpG ii = 上では 0)( =− ik
i Iλϕ に注意すると   

ii

k

i

i
ii pp

I
IqpI

i

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−=− ooo
λλ
λϕ

λϕ )( 。 

i について加えると IpqpI
r

i
i

r

i
ii ==− ∑∑

== 11
)()( ooλϕ 。 

従って ∑∑
=

−

=

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

++
−
−

+
−

=−=−
r

i
ik

i

k
i

i

i

i

r

i
ii p

II
qpI

i

i

1

1

2
1

1

)(
)(

)(
1)( oLo

λλ
λϕ

λλ
λϕ

λλ
ϕλ   

固有値 iλ の標数 ik は
1)( −−ϕλI という有理関数の特異点 iλ の極としての位数を表わす。 
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系 9.1 

)(
)()( 1

λ
λϕλ

Ψ
=− − DI , ここで )(λΨ はϕ の最小多項式、 )(λD は線形変換を係数とするλの 

多項式で、それらの係数は全てϕの多項式である。そして )(λD と )(λΨ は既約である。 

＜証明＞ 

式(5.1)の右辺を通分すると
)(
)(

λ
λ

Ψ
D

の形で )(λD はϕ の多項式を係数とするλ の多項式にな

る。従って )(λD と )(λΨ がλの多項式として既約であることを示す。 

rk
r

kDI )()()(),())(( 1
1

1 λλλλλλϕλλ −−=Ψ=−Ψ − L より ),...,1(0)( riD i =≠λ を言

えばよい。(5.1)の両辺に )(λΨ を掛けると ∑ ∑
= =

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

r

i
i

k

j

j
i

k
i pID

i
i

1 1

11 )()()( oλϕλλλ 、 

iG 上で 0)()( 1 ≠− − xI ik
iλϕ となる iGx∈ が存在するので 0)()( 1 ≠−= −

i
k

ii pID i oλϕλ 。 

 
系 9.1 を行列で言うと次の定理を得る。 
定理１０ 

n 次正方行列 A の固有方程式を )(λΦ 、 IA λ− のすべての 1−n 次小行列式の、λの多項

式としての最大公約数を )(λd 、A の最小多項式を )(λΨ とすると 
)(
)()(

λ
λλ

d
Φ

=Ψ 。 

＜証明＞ 

)det()( IA λλ −=Φ を第１行について余因子展開すると ∑
=

Δ=Φ
n

i
ija

1
11 )()()( λλλ 。 )(1 λiΔ

は余因子で 1−n 次小行列式なので )(λd を共通因子として持つ。従って )(λΦ は 
)(λd で割り切れる。 IA λ− の逆行列は 

 
)()(

)(
)(

)()(
)det(

)()( 1

λλ
λ

λ
λλ

λ
λλ

d
DDd

IA
IAIA

Φ
=

Φ
=

−
−

=− − の余因子行列  

分子の行列の各要素は共通因子を持たないので、どのようなλ の値についても０行列には

ならない。よって系 9.1 より
)(
)()(

λ
λλ

d
Φ

=Ψ 。 

例５． 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

221
010
320

A について、 IA λ− の余因子行列は

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
+=

λ
λ

λ
λλ

21
030
322

)1()(B 。 

)3()1()det( 2 −+−=− λλλIA より最小多項式は )3)(1(
)1(

)3()1()(
2

−+=
+

−+
=Ψ λλ

λ
λλλ 。 

 
 
§６．正規変換、エルミート変換、ユニタリー変換 
６．１ 複素線形空間における内積、エルミート変換、ユニタリー変換 
 内積 Eyxyx ∈>< ,;, は次の３つの条件を満たす 
① ><>=<><+>>=<+< yxyxyxyxyxx ,,,,,, 2121 λλ  

② ><>=< yxxy ,,  （複素共役） 

③ ,0, ≥>< xx かつ 0, >=< xx は 0=x のときのみ成立する。 

 

ベクトル Ex∈ の長さを ><= xxx , で定義する。 

定義４   
複素線形空間Ｅの線形変換ϕがエルミート変換 >>=<<⇔ )(,),( yxyx ϕϕ  
複素線形空間Ｅの線形変換ϕがユニタリー変換 >>=<<⇔ yxyx ,)(),( ϕϕ  

 
 
定理１１ 複素線形空間Ｅにおいて 
（１）ϕがエルミート変換 ><∈⇔ )(, xxEx ϕについて任意の が実数 

（２）ϕがユニタリー変換 xxEx =∈⇔ )(ϕについて任意の 。 

＜証明＞ 

必要性：（１） >>=<< )(,),( xxxx ϕϕ 、他方 ><>=< )(,),( xxxx ϕϕ なので >< )(, xx ϕ  

    は実数。 （２） >>=<< xxxx ,)(),( ϕϕ より xx =)(ϕ  

十分性：（１）任意の Eyx ∈, について >++< )(, yxyx ϕ が実数ならば 

>++=<>++<>=++< yxyxyxyxyxyx ),()(,)(, ϕϕϕ  これより 

>++>=<++< yxyxyxyx ),()()()(, ϕϕϕϕ 。 >>=<< xxxx ),()(, ϕϕ などより 
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><+>>=<<+>< xyyxyxxy ),(),()(,)(, ϕϕϕϕ 。 ><>=< yxxy ),()(, ϕϕ を用いて 

整頓すると ><−>=<><−>< )(,)(,),(),( yxyxyxyx ϕϕϕϕ 。複素数ｚについて 

)Im(2 zzz =− なので ><>=< )(,Im2),(Im2 yxyx ϕϕ 。 

今までの計算をベクトル ixと y について行うと 

><+><=><+>< )(,)(,),(),( yxiyxiyxiyxi ϕϕϕϕ 、 i で割ると 

><+>=<><+>< )(,)(,),(),( yxyxyxyx ϕϕϕϕ 、これより複素数の実数部の等式 

><>=< )(,Re2),(Re2 yxyx ϕϕ が成り立ち、以上より >>=<< )(,),( yxyx ϕϕ 。 
（２） >++>=<++< yxyxyxyx ,)(),( ϕϕ より展開して整理すると 

><+>>=<<+>< xyyxxyyx ,,)(),()(),( ϕϕϕϕ 。 
これから ><>=< yxyx ,Re)(),(Re ϕϕ 。同じことを ixと y について行うと 

},,{})(),()(),({ ><−><=><−>< xyyxixyyxi ϕϕϕϕ 、これより 
><>=< yxyx ,Im)(),(Im ϕϕ 、以上より >>=<< yxyx ,)(),( ϕϕ 。 

 
６．２ 共役変換 
 ϕϕ :*

の共役変換 >>=<<⇔ )(,),( * yxyx ϕϕ  
 
定理１２ 共役変換は次の性質を持つ。 

（１）
*

2
*

1
*

21 )( ϕϕϕϕ +=+      （２） **)( ϕλλϕ =  

（３）
*

1
*

2
*

21 )( ϕϕϕϕ oo =       （４） ϕϕ =** )(  

（５）
1**1 )()( −− = ϕϕ  

＜証明＞ 
（１）（２）（４）は明らか。 

（３） >>=<>=<>=<< )(,)(),(),()()(, *
1

*
2

*
1221

*
21 yxyxyxyx ϕϕϕϕϕϕϕϕ ooo  

（５）任意の yx, について >>=<< −− )()(,)()(, 1**1 yxyx ϕϕ を言えばよい。 zx =− )(1ϕ と

すると )(zx ϕ= 。よって >>=<>=<>=<< −−− yzyzyzyx ,),()()(),()()(, 1*1*1 ϕϕϕϕϕ o 。 
他方 >>=<>=<>=<< −−− yzyzyzyx ,)()(,)()(),()()(, 1**1*1* ϕϕϕϕϕ o となり証明された。 
 
定理１３ （１）ϕ がエルミート変換 ϕϕ =⇔ *

 ；ϕ がユニタリー変換
1* −=⇔ ϕϕ  
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     （２）１つの正規直交基底によるϕ の表現行列がAのとき、
*ϕ の表現行列は At

。 

＜証明＞（１）は定義より明らか。 
（２） 正規直交基底を取ると内積は yxyx t ⋅>=< , と表わせる。 
従って、 >>=<< )(,),( * yxyx ϕϕ より 

*,ϕϕ の表現行列を
*, AA とすると  

yAxyAx tt *)( ⋅=⋅ 、すなわち yAxyAx ttt *= 。これより AAAA tt == **, となる。 

エルミート行列は ,AAt =  ユニタリー行列は
1−= AAt
を満たす行列である。 

 
６．３ エルミート変換の固有値問題 
定理１４ Ｅを複素ユークリッド線形空間、ϕ をその上のエルミート変換とする。 
（１）ϕの固有値はすべて実数である。 

（２）異なる固有値に対応する固有ベクトルは互いに直交する。 
＜証明＞（１） )0(,)( ≠= xxx λϕ とすると 

22 ,)(,),(, xxxxxxxxxx λλϕϕλλ >=>=<>=<>=<=< よってλは実数。 

（２） )()(,)( μλμϕλϕ ≠== yyxx とする。 
><>=<>=>=<>=<>=<>=<< yxyxyxyxyxyxyx ,,,)(,),(,, μμμϕϕλλ  

μλμλ ≠>=<− ,0,)( yx より 0, >=< yx 。 

  
定理１５ ϕ をエルミート変換とするとき、ある線形部分空間Ｆが −ϕ 不変なら

⊥F も 
−ϕ 不変である。 

＜証明＞任意の元
⊥∈ Fy を取る。Ｆの任意の元 xにつき Fx ∈)(ϕ なので 

  0),()(, >=>=<< yxyx ϕϕ 、従って
⊥∈ Fy)(ϕ 。 

 
定理１６ エルミート変換ϕ の異なる固有値を全部で rλλ ,...,1 とし、各 iλ に対応する固有

空間を ),,1( riFi L= とすると rFFE ⊕⊕= L1  （直和）。 

＜証明＞ 定理１の特別な場合になる。 
 
系 16.1 エルミート変換ϕ に対し、互いに直交する正射影の組 rpp L,1 が一意に決まり 
  rrr ppIpp ++=++= LL 111 ,λλϕ が成り立つ。 
＜証明＞ 各固有空間 iF への正射影を ip と置けば良く、この決め方は一意である。 

 
系 16.2 逆に直交する正射影の組 rpp L,1 があって、 rppI ++= L1 が成り立つとき、

任意の実数 rλλ ,,1 L をとって rr pp λλϕ ++= L11 と置くとϕ はエルミート変換で
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ある。 iλ は固有値で、 )(Epi は iλ に対応する固有空間である。 

 
定義５ 

エルミート変換ϕ が半正定値 ∑
=

≥>=⇔<
r

i
ii xpxx

1
0)()(, λϕ が全ての x について成り立つ。 

             ⇔全ての固有値 0≥iλ  
エルミート変換ϕが正定値 ⇔全ての固有値 0>iλ  

 
定理１７ 
任意の線形変換ϕ に対し、 ϕϕ o*

及び
*ϕϕ o は半正定値エルミート変換である。 

これらが正定値となるための必要十分条件はϕが正則であることである。 

＜証明＞ 
 任意のベクトル x に対し 0)(),()(, * ≥>>=<< xxxx ϕϕϕϕ o なので定理  より 
半正定値エルミート変換である。 ϕϕ o*

が正定値になるためには 0)( =xϕ から 0=x が従 
うことが必要十分である。すなわち、ϕが全単射であることが必要十分である。 

 
６．４ 正規変換、ユニタリー変換の固有値問題 
定義６  線形変換ϕ が正規変換である

** ϕϕϕϕ oo =⇔  
     （例：エルミート変換、ユニタリー変換） 
 
定理１８  正規変換ϕ の１つの固有値をλ、対応する固有ベクトルの１つを )0(≠x と 

すると xx λϕ =)(*  
＜証明＞正規変換ϕについて 

2*****2 )()(),()(,)(,)(),()( xxxxxxxxxx ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ >=>=<>=<>=<=< oo  

ϕが正規のとき Iλϕ − も正規変換である。なぜなら 

****

****

)()()()(
)()()()(

IIIII
IIIII

λϕλϕλϕλϕλλϕλλϕϕϕ

λλϕλλϕϕϕλϕλϕλϕλϕ

−−=−−=+−−=

+−−=−−=−−

ooo

ooo
 

従って 0)()(
2*2 =−=− xIxI λϕλϕ 。 

 
定理１９  正規変換ϕ の異なる固有値に対応する固有ベクトルは直交する。 
＜証明＞ )()(,)( μλμϕλϕ ≠== yyxx とする。 

  ><>=>=<>=<>=<=<< yxyxyxyxyxyx ,,)(,),(,), * μμϕϕλλ  
ゆえに 0,)( >=<− yxμλ 、よって 0, >=< yx  
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定理２０  正規変換ϕ の１つの固有空間をＦとするとき、

⊥F は −ϕ 不変である。 
＜証明＞任意の FyFx ∈∈ ⊥ , に対し、 0, >=< yx なので 

0,,)(,),( * >=<>=>=<>=<< yxyxyxyx λλϕϕ となる。すなわち ⊥∈ Fx)(ϕ で 
⊥F は −ϕ 不変である。 

 
定理２１ 正規変換ϕ の異なる固有値を全部で rλλ ,...,1 とし、各 iλ に対応する固有空間を

),,1( riFi L= とすると rFFE ⊕⊕= L1  （直和）。 

＜証明＞定理１の特別な場合になる。 
 
以上をまとめると次の定理となる。 
定理２２  線形変換ϕ について次の３つの条件は互いに同値である。 

（１）ϕ は正規である。
** ϕϕϕϕ oo =  

（２） xx λϕ =)( なら xx λϕ =)(*
。 

（３）互いに直交する正射影の組 rpp ,,1 L が存在して、 rr pp λλϕ ++= L11 、 
  rppI ++= L1 と表わせる。すなわちϕはスペクトル分解できる。 
 
定理２３  線形変換ϕ がユニタリー変換であるための必要十分条件は、ϕ が正規であっ

て、ϕ の固有値の絶対値が全て１であることである。 
＜証明＞ϕ がユニタリーなら正規は自明、固有値の絶対値が全て１であることを示す。

xx λϕ =)( なら >>=<>=<>=<<>=< xxxxxxxxxx ,)(),(,,,2 ϕϕλλλλλ  

従って、 0, >≠< xx より 1=λ である。逆にϕ が正規で固有値の絶対値が全て１であれば、 

定理２２より rirr ppIripp ++===++= LL 111 ),,..,1(1, λλλϕ と表わせる。 

従って任意のベクトル yx, について 

∑ ∑

∑∑∑∑

= =

====

>>=<>=<<=

><>=<=>>=<<

r

i

r

i
ii

r

i
iiji

r

ji
ji

r

j
jj

r

i
ii

yxypxypx

ypxyppxypxpyx

1 1

1

2

1,11

,)(,)(,

)(,)(,)(,)()(),(

。より　ユニタリー変換

λλλλλϕϕ o

 
定理２４ （正規変換の極表示） 正則な正規変換ϕ は、互いに可換な正定値エルミート

変換とユニタリー変換の積として一意に表わせる。逆にそのような変換は正則な正

規変換に限る。 
＜証明＞ 
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定理２２より rr pp λλϕ ++= L11 と表わせる。各 jλ を 1,)exp( −== ii jjj θλλ と表わ 

す。ϕは正則なので 0≠jλ 。従って r
ii

rr pepeupph rθθλλ ++=++= LL 111
1, と置く 

と、 uhと は可換、 h は正定値エルミート変換でu はユニタリー変換である。そして 

ϕλλλ θθθ ===⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑∑

====
j

i
r

j
j

r

kj
kj

i
jk

r

k

i
r

j
jj peppepepuh jkk

11,11

ooo 。 

逆に、h を正定値エルミート変換、u をユニタリー変換で uhと は可換とすると uh o=ϕ は 

**2****

22*****

)()(
)()()(

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕ

ooooooooo

ooooooooo

=∴===

====

hhuuhuhuh
hhuuuhhuuhuh

 

分解の一意性：二通りの分解 2211 uhuh oo ==ϕ があったとすると、
2

2
2

1
* hh ==ϕϕ o 。 

21, hh のスペクトル分解を )0,0(, 2112111 >>++=++= iisrr qqhpph νμννμμ LL  

とすると
2

2
2

1 hh = より ssrr qqpp 2
1

2
1

2
1

2
1 ννμμ ++=++ LL 、スペクトル分解の一意性か 

ら sr = 、かつ適当に順番を読み替えると iiii qp νμ == , 。故に 21 hh = 、従って 21 uu = 。 

 
６．５ 正規変換の関数 

  λの多項式 n
nn aaaf L++= −1

10)( λλλ に対して、 Iaaaf n
nn +++= − L1

10)( ϕϕϕ  

とする。ϕが正規変換でそのスペクトル分解が rr pp λλϕ ++= L11 であるとき、 

射影の性質より r
n

r
nn

rr pppp λλϕλλϕ ++=++= LL 11
2

1
2

1
2 ,..., である。 

これより rr pfpff )()()( 11 λλϕ ++= L となる。任意の連続関数 )(λg についても 

rr pgpgg )()()( 11 λλϕ ++= L と定義する。ただし、関数 )(λg の定義域に固有値 iλ が全て

含まれるとする。例えば 0=λ を固有値に持たないϕ について、 r
r

pp
λλ

ϕ 11
1

1

1 ++=− L 。 

 実は )(ϕg はϕの多項式で表わすことができる。すなわち ),..,2,1()()( rigf ii == λλ が成

り立つ多項式 )(λf を取ってくると )()()(
1

ϕλϕ fpfg
r

i
ii == ∑

=

が成り立つ。このような多項

式 )(λf として、例えば ∑
∏

∏
=

≠=

≠=

−

−
=

r

i
r

ijj
ji

r

ijj
j

igf
1

)(,1

)(,1

)(

)(
)()(

λλ

λλ
λλ と取ればよい。 
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６．６ ケーリー変換 

 関数 は実数）； t
it
itz (

1
1
+
−

= において、常に 1=z である。ｔが ∞− から ∞+ まで変わると

きｚは 1−=z を除く単位円周上を正の方向に一周する。逆関数は
z
z

i
t

+
−

×=
1
11

である。 

この対応に相当することがエルミート変換とユニタリー変換の間に成り立つ。 
 
定義７  任意のエルミート変換τ に対し、 

(6.1)  1))(( −+−= ττ iIiIu をτ のケーリー変換という。 
 
定理２５    
（１）τ のケーリー変換u はユニタリーであって、 1− はu の固有値でない。そして  

(6.2)  1))((1 −+−= uIuI
i

τ   が成立する。 

（２）逆に 1− を固有値に持たない任意のユニタリー変換u に対し(6.2)でτ を定義するとτ  
  はエルミート変換で、τ のケーリー変換はu に等しい。 
＜証明＞（１）τ のスペクトル分解を rr pp λλτ ++= L11 とすると 

r
r

r p
i
ip

i
iu

λ
λ

λ
λ

+
−

++
+
−

=
1
1

1
1

1
2

1 L で、 ),,1(1
1
1

rj
i
i

j

j
L==

+

−

λ
λ

だから、u はユニタリーであ

る。また 1
1
1

−≠
+
−

j

j

i
i
λ
λ

だから 1− はu の固有値でない。(6.1)からτ を解くと(6.2)を得る。 

逆に、 ),,1,1,1(11 rjppu jjrr LL =−≠=++= αααα とすると、 

r
r

r p
i

p
i α

α
α
ατ

+
−

⋅++
+
−

⋅=
1
11

1
11

1
1

1 L はその係数（固有値）
j

j

i α
α

+
−

⋅
1
11

が全て実数だからエル

ミート変換である。(6.2)を逆に解くと(6.1)を得るのでτ のケーリー変換はu である。 
定理２４で正規変換の極表示 uh o=ϕ が得られたが、 h とu の可換性を期待しなければ、 
一般の線形変換についても同様な表示が得られる。 
定理２６ （線形変換の極表示） 
任意の線形変換ϕ は vkhu oo ==ϕ  と表わすことができる。ただし、 kh, は半正定値エ

ルミート変換、 vu, はユニタリー変換である。 

＜証明＞ϕ が正則の場合： 定理１７より ϕϕ o*
は正定値エルミート変換なので、スペク
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トル分解できて rrr ppIpp LLo +=++= 111
* ,λλϕϕ （ただし 0>iλ ）と書ける。 

そこで rr pph λλ ++= L11 と置くと h は正定値エルミート変換で ϕϕ o*2 =h を満た

す。そこで
1−= hu oϕ はユニタリー変換であることを示す。実際、 

Ihhhhhhhuu ==== −−−−−− 1211*1*1*1* )()()( ooooooooo ϕϕϕϕ となる。 
これより hu o=ϕ が成り立つ。同様に

*ϕ に以上の議論を当てはめると kv o=*ϕ  
)( はエルミートはユニタリー、 kv 、よって

****** )()( vkvkkv ooo ==== ϕϕ  
*v もユニタリーなので第２の式も得られた。 

ϕ が正則でない場合： ϕϕ o*
は半正定値エルミートなので、 ϕϕ o*=h も半正定値。 

よって
1−h が作れないので次のような工夫をする。 FEh =)( とおき、

⊥⊕= FFE と直和

分解しておく。任意の Fy∈ は )(xhy = の形にかける。 x は一意ではないが、そのような 
どんな x についても )(xϕ は一意にきまる。なぜなら、 )()( 21 xhxhy == とすると 

2*22 )()(),()(,)(,)(),()( xxxxxxhxxhxhxh ϕϕϕϕϕ >=>=<>=<>=<=< o より 

0)( 21 =− xxh なので 0)()( 2121 =−=− xxxxh ϕ 。すなわち )()( 21 xx ϕϕ = が成り立つ。 

そこで )()( xyu ϕ= （ただし、x は )(xhy = を満たす元）と定義する。これはϕが正則のと

き
1−hoϕ に相当する写像である。u は FEh =)( から )(Eϕ への線形写像であって、 

yxhxyu === )()()( ϕ なので長さを変えない。従って 0)( =yu なら 0=y 、すなわち 

u は単射である。また任意の )(Ez ϕ∈ は Exxz ∈= ),(ϕ と書けるので、 )(xhy = と置くと 
)(yuz = すなわち、u は全射である。よって FEh =)( と )(Eϕ は線形部分空間として同型 

である（注意：同一ではない）。そこで、残りの
⊥)(Eh と

⊥)(Eϕ （これらも同型）を適当な

方法で１対１、等長に対応させてやる。方法は無数にあるのでその内の１つを取ればよい。 
それをu とする。任意の Ey∈ に対して ))(),(( 2121

⊥∈∈+= EhyEhyyyy と分解して 

)()()( 21 yuyuyu += と置けば、
22

2
2

1
2

2
2

1
2 )()()( yyyyuyuyu =+=+= よりu はユ

ニタリー変換である。最後に、任意のベクトル x に対し、 )()()( xyuxhu ϕ==o となり 
hu o=ϕ が成立している。 vk o=ϕ の形の分解は正則な場合と同様に示せる。 

 
定理２７ （同時対角化） 

mϕϕ ,,1 L を正規変換とする。互いに直交する正射影 rpp ,,1 L によって、同時に 

),,1(11 mjpp rrjjj LL =++= λλϕ と表されるための必要十分条件は ijji ϕϕϕϕ oo =  
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),,1,( mji L=  
＜証明＞必要性は明らかなので十分性を示す。 2=m の場合を考える。 1221 ϕϕϕϕ oo = と

する。スペクトル分解を ssrr qqpp μμϕλλϕ ++=++= LL 112111 , とする。 

ji qp , はそれぞれ 21,ϕϕ の多項式で表されるので、また互いに可換である。従って、 ji qp o

も正射影となる。そして ),()( 11111 srrs qqpqqp ++++++= LoLLo λλϕ  

)()( 11112 rssr ppqppq ++++++= LoLLo μμϕ は正射影 ,,..,1;{ riqp ji =o  

},..,1 sj = による表示式である。 ),..,1,,..,1( sjriqp ji ==o は互いに直交しており、 

IIIqpqp
s

j
j

r

i
i

s

j

r

i
ji ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑∑

=== =

ooo
111 1

となっている。故に 2=m のとき成り立つ。 

一般の場合は数学的帰納法を用いる。ここで ),,1(11 mjpp rrjjj LL =++= λλϕ と表さ

れるとき、ここに現れる jkλ はすべて異なるとは限らない。 

 
§７．線形変換の正則関数 
 複素平面のある領域Ωで一価正則な複素関数 )()( は複素数）λλf を考える。 

∫ ∫ +−
=

−
=

C C k
k d

z
f

i
kzfd

z
f

i
zf λ

λ
λ

π
λ

λ
λ

π 1
)(

)(
)(

2
!)(,)(

2
1)( 、Ｃはｚを囲むΩ内の単一閉曲線。 

定義８． 
線形空間Ｅ上の線形変換ϕ 、およびϕのすべての固有値を含む複素数平面上の領域Ωで

一価正則な複素関数 )(λf が与えられたときϕ の関数 )(ϕf を次式で定義する。 

   λλϕλ
π

ϕ dfI
i

f
C

)()(
2
1)( 1∫ −−=  、Ｃはϕ の全ての固有値を含むΩ内の閉曲線。 

 
定理９より 1)( −−ϕλI の表現を使うと 
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例６  1)( ≡λf のとき、 
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   i
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 1=j 以外の項はすべて０なので Ip
r

i
i == ∑

=1

。 

 
例７  λλ ≡)(f のとき 
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j
C

j
ij

i
C

pId
i

dI
i

i

o∑ ∑ ∫∫
= =

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×

−
=−

1 1

11 )(
)(2

1)(
2
1 λϕλ

λλ
λ

π
λλϕλ

π
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ϕ dI
i C∫

−−= 1)(
2
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例８．   

mf λλ ≡)( のとき  
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  留数の定理より
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例９．  
λ

λ 1)( ≡f のとき 

   i

r

i

k

j
C

j
ij

i
C

pId
i

dI
i

i

o∑ ∑ ∫∫
= =

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×

−
=−

1 1

11 )(
)(

1
2
11)(

2
1 λϕλ

λλλπ
λ

λ
ϕλ

π
 

   留数の定理より 
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定理２８ 
ϕ の異なる固有値を rλλ L,1 とし、それらの標数を ),1( riki L= とする。正則関数 )(λf

に対しある多項式 )(λg が rikjgf ii
j

i
j ,,1,..,1;)()( )1()1( L=== −− λλ を満たすならば 

)()( ϕϕ gf = である。 
＜証明＞ 
十分性は上の表現定理より明らかである。必要性すなわち )()( ϕϕ gf = （ｇは多項式）な

らば rikjgf ii
j

i
j ,,1,..,1;)()( )1()1( L=== −− λλ であることを示す。式(7.1)で ip はϕの

多項式であり、 )()1(
j

jf λ−
は数なので (7.1)の右辺は ϕ の多項式である。従って、

)()( ϕϕ Pf = となるλの多項式 )(λP が存在する。ｎ次の多項式 )(λg を iλλ = の周りにテ

ーラー展開すると ∑
+

=

−
−

−
−

=
1

1

1
)1(

)(
)!1(

)()(
n

j

j
j

i
j

j
gg λλλλ 。(7.1)より iGx∈ のとき 

∑
=

−
−

−
−

=
ik

j

j
i

i
j

xI
j

gxg
1

1
)1(

)()(
)!1(

)())(( λϕλϕ 。故に )()( ϕϕ gf = ならば iGx∈ について 

))(())(( xgxf ϕϕ = が成り立つ。 0)()( 1 ≠− − xI ik
iλϕ となる iGx∈ が存在し 

)()(,),)((, 1 xIxIx ik
ii

−−− λϕλϕ L は一次独立。よって )()( )1()1(
i

j
i

j gf λλ −− = が ikj ,..,1=  

について成り立つ。 i は任意なので ri ,...,2,1= について成り立つ。 

 
系 28-1 
（１） )(ϕf の固有値は重複度も含めて )(,),( 1 rff λλ L である。 
（２） )( if λ に対応する一般固有空間は iλ に対応する一般固有空間に等しい。 
＜証明＞ 
（１） xx iλϕ =)( ならば xfxf i )())(( λϕ = より )(,),( 1 rff λλ L は )(ϕf の固有値。 
(7.1)より 
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とすると iii xxp =)( なので上式より 
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11 2

1
)1(

)()(
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)()( λλϕλλ 、これより全ての i について  
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−

+
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)()( λλϕλλ 。 0)()(,0)()( 1 =−≠− − xIxI p
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p
i λϕλϕ  

（ただし ikp ≤ ）とすると )()(),....,)((, 1
i

p
iiii xIxIx −−− λϕλϕ は一次独立なので 0=ix  

または、 0≠ix かつ )2(0)())((,)( 1)1( ≥=−= −− jxff i
j

ii
j

i λϕλλλ 。従って )(λf が定数

関数でなければ固有値は重複度まで含めて },..,1);({ rif i == λλ である。 

 
（２） iλ に対するϕの一般固有空間を iG 、 )( if λ に対応する )(ϕf の一般固有空間を iH  

),...,2,1( ri = とすると 
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従って、 ii HG ⊆ 。ところが EHHGGE rr =⊕⊕⊆⊕⊕= LL 11 なので 
すべての i について ii HG = が成り立つ。 

 
系 28-2 
（１） )(ϕf の固有値 )( if λ の標数は iλ の標数と一致しない。 
（２） )(λf がϕにとって可逆変換、すなわち ϕϕ =))(( fg を満たす正則関数 )(λg が存在

するならば iλ の標数と )( if λ の標数は一致する。 
＜証明＞（１）例えば 1)( ≡λf とすると、、どんな線形変換ϕを取っても 1)( =if λ で iH の

区別がなく、Ｅの全ての元が固有ベクトルとなる。 
（２） 系 28-1（２）の証明から分かるように、 )( if λ の標数は iλ の標数を越えない。 
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iiii gf λμμλ == )(,)( なので、 の標数の標数の標数 iiiii fg λλμμλ ≤=≤= )()( より 
の標数の標数 iii f λλμ == )( 。 

 
例１０． ϕが正則なら、 ϕlog が定義できて、 ϕϕ =)exp(log となる。ただし 

  ∫∫ −− −=−=
21

log)(
2
1log,)(

2
1)exp( 11

CC
dI

i
deI

i
λλϕλ

π
ϕλψλ

π
ψ λ

。 

1C はψ の全ての固有値を含む閉曲線、 2C はϕの全ての固有値を含む閉曲線である。 
 

)(λf が 0=λ の周りで正則のとき、整級数展開を LL +++++= n
n xaxaxaaf 2

210)(λ  

とし、収束半径を ρ とする。 

 
定理２９ 
線形変換ϕの全ての固有値の絶対値が ρ より小さいとき、 

LL +++++= n
naaaIaf ϕϕϕϕ 2

210)( が成立する。また、ϕ の固有値のうち１つでも

絶対値が ρ を超えるときは上式は意味を持たない。 

（意味：どのようなベクトル x に対しても ∞→n のとき 

    0)}()({))(( 10 →++− xaxaxaxf n
nϕϕϕ L が成立することである。） 

＜証明＞ ϕの全ての固有値の絶対値が ρ より小さいときは、収束円 ρλ < の内部にϕの

固有値を全て囲む単一閉曲線Ｃが取れる。よって 
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系 29-1 )(λf の 0λλ = の周りの整級数展開を ∑
∞

=

−=
0

0 )()(
k

k
kaf λλλ （収束半径ρ） 

とする。線形変換ϕの全ての固有値が収束円の内部に入るならば ∑
∞

=

−=
0

0 )()(
k

k
k Iaf λϕϕ

が成立する。固有値が１つでも収束円の外にあると成り立たない。 
 
定理３０  （射影と留数の関係） 
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ϕの一つの固有値を νλ とすると、 ),..,2,1()()()(Re 1 rpffIs ==− −

=
νϕλϕλ νλλ ν

o  

＜証明＞ ϕの固有値のうち νλ だけを囲む閉曲線 νC を取ると 
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他方 )(ϕf の定義式(7.1)の両辺に νp を作用させると 
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系 30-1 ϕの固有値 νλ のみを囲む単一閉曲線 νC を取ると定理９式(5.1)より 

  ),..,2,1()(
2
1 1 rpdI

i C
==−∫ − νλϕλ

π ν
ν

なので留数公式より 
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これは例  よりϕのスペクトル分解の射影の和の式 rppI ++= L1 を意味する。 
 
 
付録Ａ  線形写像・基底・座標変換・表現行列 
 
定理Ａ （線形写像の次元定理） 
 線形写像ϕ ：線形空間 FE →  のとき )(dim)0(dimdim 1 EE ϕϕ += −

。 

＜証明＞ k=− )0(dim 1ϕ とし、部分空間 )0(1−ϕ の基底を kee ,,1 L とする。 

それに付け加えてＥ全体の基底となるように nk ee ,,1 L+ を選ぶ。ただし En dim= 。 
このとき )(,),( 1 nk ee ϕϕ L+ は線形独立である。なぜなら 0)()( 11 =++++ nnkk ecec ϕϕ L  

とすると 0)( 11 =++++ nnkk ecec Lϕ 。よって )0(1
11

−
++ ∈++ ϕnnkk ecec L 、これより 

01 ===+ nk cc L となる。任意の Eexexx nn ∈++= L11 について 

)()()( 11 nnkk exexx ϕϕϕ ++= ++ L なので )0(dimdim)(dim 1−−=−= ϕϕ EknE 。 

 
線形写像ϕ：

nm EE →  （ユークリッド線形空間） 

mE の基底を },,{ 1 mee L 、
nE の基底を },,{ 1 nff L とする。 
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これより
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、ϕの表現行列は Aである。 

別の
mE の基底を }~,,~{ 1 mee L 、

nE の基底を }~,,~{ 1 nff L 、ϕの表現行列を B とする。 

基底の変換行列をそれぞれ QP , とする。すなわち 

Peeee mm )~,,~(),,( 11 LL = , Qffff nn )~,,~(),,( 11 LL =                          (A.3) 

とする。 P は mm× 、Qは nn× 行列である。 
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基底の変換より )~,,~(),,( 1
1

1 mm eePee LL =−
、 )~,,~(),,( 1

1
1 nn ffQff LL =−

なので 
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また座標変換については 
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(A.5)に以上の座標変換(A.6)を代入すると
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これを(A.2)と比較すると BPQA 1−=  （逆に
1−= QAPB ）という関係式を得る。 

 
付録Ｂ  射影作用素 
 直和分解 rFFE ⊕⊕= L1 に付随する射影作用素 
任意の Ex∈ は )(1 iir Fxxxx ∈++= L と一意に表わされる。 )(xpx ii =  

rpp ,,1 L を直和分解 rFFE ⊕⊕= L1 に付随する射影作用素と言う。 
（１） ),,1()( riFEp ii L== 、 rppI ++= L1  

（２） ),,1( rippp iii Lo == 、 )(0 jipp ji ≠=o  

定理Ｂ： Ｅ上の線形変換 p がＥのある直和分解に付随する射影の一員であるための必要

十分条件は ppp =o が成り立つことである。このとき )0()( 1−⊕= pEpE がその直和

分解である。 
 
付録Ｃ  対称変換・直交変換 
Ｅ：実ユークリッド線形空間 
○ 内積：実数 Eyxyx ∈>< ,,,  
  ① ><>=<><+>>=<+< yxyxyxyxyxx ,,,,,, 2121 λλ   （線形性） 
  ② >>=<< xyyx ,,   （可換性） 
  ③ 00,,0, =⇔>=<≥>< xxxxx   （正値性） 
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0, >=<⇔⊥ yxyx   ；  ><= xxx ,  ベクトル x の長さ 

○Ｅの正規直交系 },,{ 1 mee L nEeeeeE jijin =>=<=⇔ dim,,],,[ 1 δL  

AA;{=ℑϕ はＥの正規直交基底によってϕに対応している行列｝ 

定義（対称変換）： Ｅ上の線形変換ϕが対称である Eyxyxyx ∈>>=<<⇔ ,)(,),( ϕϕ  

定理 C-1： 対称変換ϕに対する ϕℑ の元は全て対称行列 AAt = である。 

＜証明＞ 正規直交基底を取ると 
xAyyxAyxyAxyx tttt >=<=>=< )(,,)(),( ϕϕ 、よって AAt =  

 
定理 C-2： 対称変換の固有値はすべて実数である。 
＜証明＞固有方程式の解の１つを ,0λ 対応する固有ベクトルを x とする。ただし、 x,0λ は

一般に複素数である。 xAx 0λ= より 
2

00 xxxAxxt λλ == 。両辺の転置複素共役を取る

と AAt = なので
2

0
2

0 xAxxxAxx ttt λλ === 、よって λλ = すなわち実数である。 

 
定義（直交変換）： Ｅ上の線形変換ϕが回転（直交変換）である 

Eyxyxyx ∈>>=<<⇔ ,,)(),( ϕϕ  

 

定理 C-3: 回転ϕに対する ϕℑ の元は、全て直交行列である。 

＜証明＞１つの正規直交系 },,{ 1 mee L を取り、これに対するϕの表現行列を 
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とすると、 Aeeee mm ),,())(,),(( 11 LL =ϕϕ 。任意の ji, について 

jijiji eeee δϕϕ >=>=<< ,)(),( 、これより 

∑∑∑
===

>=>=<=<
m

p
pjpi

m

q
qqi

m

p
ppijiji aaeaeaee

111
,)(),( ϕϕδ 、すなわち IAAt = であり 

行列 Aは直交行列である。 
 
注意：正規直交系では対称変換の表現行列は対称行列となるが、一般の基底では対称性は
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保障されない。正規直交系 },,{ 1 mee L での表現行列を A、直交行列でない正則行列Ｐで

変換した基底を Peeff nn ),,(),,( 11 LL = とし、この基底に付随する表現行列をＢとす

ると
1−= PAPB 、このとき BPAPPAPPAPB ttttttt ≠=== −−− )()())(()()( 111

である。 

一般にＢが対称になるのは
1−= PPt
、すなわち直交行列のときである。 

 
 
付録Ｄ 応用１：線形微分方程式 
連立線形定数係数微分方程式  )(,),(),( 21 txtxtx nL  

(D-1) ),,2,1()( 11 nkxaxatx
dt
d

nnkkk LL =++= , 初期条件 ),,1()0( 0 nixx ii L== 。 

)(),,,()),(,),(()( 00
101 jkn

t
n

t aAxxxtxtxtx === LL とすると 

(D-2)  0)0(, xxAxx
dt
d

==     解は 0]exp[)( xAttx =  

              ただし LL +++++= n
n

A
n
tAtAtIAt
!!2!1

]exp[ 2
2

。 

しかし、実際には ]exp[At は§７の線形変換の指数関数によって 

 ∑
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−
−
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)exp(]exp[ λλλλ L  

と表現できる。 
 

（例）
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,),,()0(,),,,( 0000 AzyxxxAx
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,)2)(1()det( 2−−−=− λλλIA 固有値 2,1=λ  
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従って 1=λ の標数は１、 2=λ の標数は２である。最小多項式は
2)2)(1()( −−=Ψ λλλ  

よって 22 )2(
3

1
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)2)(1(
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より )1)(3()2(1 2 −−+−= λλλ 。 
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応用２：線形差分方程式 
  漸化式 ),,,(, 1101121 −−+++ +++= kknknnkn xxxxaxaxax LL ただし は初期条件 
として与える。 

nn xx =)0(
とし、以下

)1()2()1( ,,, −k
nnn xxx L を帰納的に次の様に定義する。 
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と表わされる。 

すなわち、 ),,(, 1001 −+ == k
t

nn xxyyAy L
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 ただし
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これより、 0yAy n
n

rr
= 。従って行列Ａの n 上の計算に帰着される。

nA を計算するには行列
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Ａを一般スペクトル分解して 

∑∑
==

−+=+=
r

i
ii

r

i
ii PIAPNSA

11

)( λλ 、（S は半単純、 N はベキ零）とすると二項定理より 

∑∑∑

∑∑∑∑

=

−+−

=

−

=

==

−

==

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

r

i
i

m
i

mn
i

r

i
ii

n
i

r

i
i

n
i

nr

i
ii

r

i
ii

nr

i
ii

nr

i
ii

n

PIA
m

n
PIA

n
P

PIAPIAP
n

PA

1

11

1

1

1

11

1

11

)(
1

)(
1

)()(
1

λλλλλ

λλλλ

L

L

 

ただし、 ),,,max( 21 rkkkm L= は固有値の標数の最大値。 
 
 
 
 
 

 


