
アーベル型定理とタウバー型定理（ラプラス変換） 
 で定義された右連続0:)( ≥xxF )()0( xFxF =+ 、単調非減少関数 

)()( 2121 xFxFxx ≤⇒≤ である。さらに、ラプラス変換  ∫
∞ −=
0

)()( xdFe xλλϕ

（スチェルチェス積分（付録１参照））が 0≥λ で存在するものとする。 
以上の条件の下で、 の の挙動と)(xF )0(∞→x )(λϕ の )(0 ∞→λ での挙動の関係につい

て述べたのがアーベル型定理、タウバー型定理である。いづれの場合も同様であるが、 
ここでは の)(xF ∞→x の挙動と )(λϕ の 0→λ での挙動の関係を示すアーベル型定理と

タウバー型定理について述べることにする。 
 
[1]アーベル型定理 

１． のとき、 、 ただし 。 0,)( >= ααxxF αλαλϕ −+Γ= )1()( dtet t−∞ −∫=Γ
0

1)( αα

（証明） 、ただし∫∫∫
∞ −−−∞ −−∞ − ===
0

1

0

1

0
)( dtetdxexdxe txx ααλααλ αλαλϕ xt λ= 。 

αα λαλαα −− +Γ=Γ= )1()( 。 
 
２． 0,0 >> αA の定数、 のとき、 。 )(~)( ∞→xAxxF α )0()1(~)( →+Γ − λλαλϕ αA

  ここで とは)()(~)( attgtf → 1
)(
)(lim =

→ tg
tf

at
のことである。 

（証明） より)(~)( ∞→xAxxF α
21 AAA << を満たす任意の正数 に対して、 21 , AA

K を十分大きく取ると、 とできる。 αα xAxFxAKx 21 )( <<⇒≥
ラプラス変換 )(λϕ の での積分は Kx <

∞<−=≤ ∫∫ − )0()()()(
00

FKFxdFxdFe
KK xλ

（λに無関係）。 

Kx ≥ での積分は部分積分により 

[ ] ∫∫∫
∞ −−∞ −∞ ∞−− +−=+=
K

xx

K

x

K K
xx dxxFeKFedxxFexFexdFe )()()()()( λλλλλ λλ  

第１項の は)(KFe xλ−− 0→λ のとき有界である。第２項は先ほどの不等式より 

∫ ∫
∞ ∞ −∞ −− ≤≤
K K

x

K

xx dxxAedxxFedxxAe αλλαλ λλλ 21 )( ∫            (1.1) 

ここで tx =λ とすると、  (1.2) )0()1(~ →+Γ= −∞ −−∞ − ∫∫ λαλλλ α

λ

αααλ dttedxxe
K

t

K

x

従って、 の∫
∞ −=
0

)()( xdFe xλλϕ 0→λ のときの挙動を支配するのは の項 ∫
∞ −

K

x xdFe )(λλ
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である。 は を満たす任意の実数で、21 , AA 21 AAA << 0→λ のとき(1.2)を満たすので、 
)0()1(~)( →+Γ − λλαλϕ αA となる。 

 
３．次に、関数 に緩やかな増加関数 が補正項として付けられた場合について αx xlog
 次の事項が成り立つ。 

0,0 >> αA の定数のとき 

)(log~)( ∞→xxAxxF α
ならば

λ
λαλϕ α 1log)1(~)( −+Γ A )0( →λ  

（証明） より)(log~)( ∞→xxAxxF α
21 AAA << を満たす任意の正数 に対して、 21 , AA

K を十分大きく取ると、 とできる。 xxAxFxxAKx log)(log 21
αα <<⇒≥

ラプラス変換 )(λϕ の での積分は Kx <

∞<−=≤ ∫∫ − )0()()()(
00

FKFxdFxdFe
KK xλ

（λに無関係）。 

Kx ≥ での積分は部分積分により 

[ ] ∫∫∫
∞ −−∞ −∞ ∞−− +−=+=
K

xx

K

x

K K
xx dxxFeKFedxxFexFexdFe )()()()()( λλλλλ λλ   (1.3) 

(1.1) と同様にして、第２項の積分に関して、 

( )

)0(1log)1(loglog~

loglog

loglog1loglog

00
→+Γ+=−

−=

−=×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−−∞ −∞ −−−

∞ −∞ −−−

∞ −−∞ −∞ −

∫∫

∫∫

∫∫∫

λ
λ

λαλλλλ

λλλ

λλ
λλλ

λλ

αααααα

λ

α

λ

ααα

λ

αα
α

λ

αλ

Cdttedttte

dttedttte

dtttedtttexdxxe

tt

K

t

K

t

K

t

K

t

K

x

 

ただし、 。 ∫
∞ −=
0

log dttteC t α

よって、 0→λ のとき
λ

λαλ ααλ 1log)1(~log −∞ − +Γ∫K

x dxxxe  。以上より 

λ
λαλϕ α 1log)1(~)( −+Γ A )0( →λ が成り立つ。 

 
より一般に次の事項が成り立つ。 

RA ∈>> βα ,0,0 の定数のとき ならば )()(log~)( ∞→xxAxxF βα

βα

λ
λαλϕ )1log()1(~)( −+Γ A )0( →λ 。 

これは次節において緩変動、正則変動関数というより一般化した概念の形で示される。 
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４．緩変動と正則変動関数 
定義Ａ： が)(xF ∞→x のとき正則変動⇔任意の に対して 0>t

αt
xF
xtF

x
=

∞→ )(
)(lim となる定数αが存在する。 

定義Ｂ： が)(xL ∞→x のとき緩変動⇔任意の に対して 0>t 1
)(
)(lim =

∞→ xL
xtL

x
。 

＜例１＞ β を任意の実数とするとき、 は
β)(log)( xAxL = ∞→x のとき緩変動であり、

及び は正則変動関数である。 αAxxF =)( βα )(log)( xAxxF =
（証明） 

α
β

βα

βα

βα

β

β

β

β

t
x

txt
xAx
txtxA

xF
txF

x
tx

x
xt

xL
xtL

xxx

xxx

=
+

==

=
+

==

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

)(log
)log(loglim

)(log
)(log)(lim

)(
)(lim

1
)(log

)log(loglim
)(log
)(loglim

)(
)(lim

 

一般に が正則変動、)(xF αt
xF
xtF

x
=

∞→ )(
)(lim ならば は緩変動である。なぜ

なら

)()( xFxxL α−=

1=

)(xL
)(
)(lim

)(
)()(lim

)(
)(

== −

∞→−

−

∞→∞→ xF
txFt

xFx
txFtx

xL
xtL

xxx

α
α

α

lim 。よって正則関数 はある緩変動

関数 を用いて と表せる。緩変動関数 は前節で述べた対数関数の

ベキ を一般化したものであり、３節の定理も次のように一般化できる。 

)(xF

)(xL
(log x

)()( xLxxF α=
β)

 
定理１（アーベル型定理） 
 右連続、単調非減少関数 に対して、)(xF 0>α と緩変動関数 が存在して)(xL ∞→x  

のとき が成り立つならば)(~)( xLxxF α 0→λ のとき、 

∫
∞ −− +Γ=
0

)1()1(~)()(
λ

λαλϕ αλ LxdFe x
 が成り立つ。 

（証明）第３節の証明とほとんど同じ。 
任意の に対して、ある が存在して ならば 21 1 AA << 0>K Kx >

)()()( 21 xLxAxFxLxA αα << が成り立つ。これより、(1.3)の第２項に対応する積分は 

∫

∫∫∫
∞ −−

∞ −∞ −∞ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0
~

1)(

dttLte

dttLtedttLtedxxLxe

t

K

t

K

t

K

x

λ
λ

λ
λ

λλλ
λλ

αα

λ

α

λ

α
αλ

 

任意の に対して0>t 1
)/1(
)/(lim

0
=

→ λ
λ

λ L
tL

より証明すべき結果を得る。 

∫ ∫
∞ ∞ −−−− +Γ=
K

tx LdtteLdxxLxe
0

)1()1()1(~)( α
λ

λ
λ

λλ ααααλ
。 
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[2]タウバー型定理 

簡単な例として、 が有界)(xF ,)(lim ∞<
∞→

xF
x

かつ 0)0( =F のとき、ラプラス変換 

∫
∞ −=
0

)()( xdFe xλλϕ において、 が成り立つ。 )()0()()()(lim
00

∞=−∞== ∫
∞

→
FFFxdFλϕ

λ

このように )(λϕ の 0→λ の挙動から の)(xF ∞→x の挙動を調べるのがタウバー型の定

理であり、アーベル型定理の逆の主張である。 
 
定理２（タウバー型定理） 

)(xF ： で定義された右連続、単調非減少関数。かつラプラス変換 0≥x

)0(,)()(
0

>= ∫
∞ − λλϕ λ xdFe x

が存在するものとする。以上の条件下で 0>α で 

∞→x のとき緩変動関数 が存在して )(xL

)0(1)1(~)()(
0

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ= −∞ −∫ λ
λ

λαλϕ αλ LxdFe x
 が成り立つならば 

  が成り立つ。 )()(~)( ∞→xxLxxF α

 
補助定理３（分布関数の収束とラプラス変換の収束） 
次の二つの事柄は同値である。ただし、 は で定義された右連続、単調 GnFn ),1( ≥ 0≥x
非減少関数とする。 

（１） の各連続点G x において、 )()(lim xGxFnn
=

∞→
かつ )()(lim ∞=∞

∞→
GFnn

 

（２） とおくと )()(,)()(
00

xdGexdFe x
n

x
n ∫∫

∞ −∞ − == λλ λϕλϕ

  各 0≥λ に対して、 )()(lim λϕλϕ =
∞→ nn

。 

 
[定理２の証明] 

)(λϕ に関する仮定：  より )0(),/1()1(~)( →+Γ − λλλαλϕ α L

x
txL

xL

t
L

t
L

t
Lt

t
Lt

t
t

xttt
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

= −−

∞→→−

−

→→

1(,
)(

lim
1

1

lim
1

1)(
lim

)(
)(lim

000

αα

α

α

λλλ
λλ

λ

ϕ
λϕ

とした）。 

前節１より )0(,
)1(

)( ≥
+Γ

= xxxG
α

α

と置くと、 。 ∫
∞ −− =
0

)(xdGe xλαλ
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他方 のとき、0>t
)(

)(
t
t
xF

xFt ϕ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= と置くと 

∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ −−− ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0 0 0 )(
)()(

)(
1

)(
1)(

t
tydFe

tt
xdF

t
exdFe tyx

t
x

ϕ
λϕ

ϕϕ
λλλ  

よって ∫∫
∞ −∞ −

→→
==

0000
)()(lim

)(
)(lim xdGexdFe

t
t x

t
x

tt

λλ

ϕ
λϕ

。 は連続なので、補助定理３ )(xG

より全ての に対して、0>x )()(lim
0

xGxFtt
=

→
。すなわち、 )(

)(
1lim

0
xG

t
xF

tt
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→ ϕ
。 

これより、 )0(1
)1(

1)1(~)()(~ →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+Γ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − t

t
L

t
xx

t
LtxGt

t
xF

αα
α

α
αϕ 。 

1=x と置き、改めて x
t
=

1
とすると 。  （証明終わり） )()(~)( ∞→xxLxxF α

 
定理４． 定理１、２をまとめると、 )(,0 xL>α は ∞→x のとき緩変動関数とするとき、 
次の二つの事柄は一方から他方が導かれる。 
（１）   )()(~)( ∞→xxLxxF α

（２） )0(1)1(~)()(
0

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ= −∞ −∫ λ
λ

λαλϕ αλ LxdFe x  

 

◎ 分布 )(xF が密度
dx

xdFxf )()( = を持ち、 dxxf の場合 exdFe xx )()()(
00 ∫∫
∞ −∞ − == λλλϕ

 )(λϕ の挙動と の挙動の関係について次の定理が成り立つ。 )(xf
定理５． 

  非負値関数 は で単調であると仮定し、 とする。 )(xf 0≥x ∫
∞ −=
0

)()( dxxfe xλλϕ

)(,0 xL>α は ∞→x のとき緩変動関数とするとき、次の２つは互いに同値である。 

（１） )0(1)1(~)( →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ − λ
λ

λαλϕ α L 、 （２）  )()(~)( 1 ∞→− xxLxxf αα

（証明）（２）＝＝＞（１）の証明 

∞→x のとき、 ただし∫ ∫ −− =
x

dttxLtxdyyLyxF
0

1

0

11 )()(~)( ααα αα txy = 、 

           )()(~
1

0

1 xLxdtxLtx ααα α =∫ −

よって定理２より（１）が成り立つ。 
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（１）＝＝＞（２）の証明 
定理２より 。)()(~)( ∞→xxLxxF α ba <<0 のとき 

αα
α

αα

ab
tLt

atLatbtLbt
tF

atFbtFdx
tF
xtft

tt

b

at
−=

−
=

−
=

∞→∞→∞→ ∫ )(
)()()()(lim

)(
)()(lim

)(
)(lim  

)(
)()(

tF
txftxgt = と置くと、 は単調なので は)(xf )(xgt x の単調関数であり、 のとき

なので、 lim より被積分関数 

∞→t

)(~)( tLttF α ∫=aα∫∞

b

a tg ( −

→
−=

b

at
dxbdxx 1) αα xα

)(
)()(

tF
txftxgt = は のとき有界である。よって Helly の選出定理（付録２参照）より ∞→t

t が と動くとき∞→L321 ,, ttt )()(lim xgxg
iti

=
∞→

と収束する部分列 が取れる。 )}({ xg
it

任意の区間 で となるので、 。 ],[ ba ∫∫ −=−=
b

a

b

a
dxxabdxxg 1)( ααα α 1)( −= ααxxg

)(
)()(

tF
txftxgt = において 、 は)()(~)( ∞→ttLttF α )( xtf x が bxa ≤≤ の任意の実数な

ので、極限 は系列{ と無関係となり、任意の)(xg },, 321 Lttt ∞→t に対して成り立つ。 

1=x と置くと、 )()()(~)( 1 ∞→= − ttLt
t

tFtf ααα
より（２）が成り立つ。 

以上は 0, →∞→ λx のときの挙動に関する議論であったが、 ∞→→ λ,0x のときの挙動

についても、全く同様に示される。 
定理６． 
  )(),( λϕxF は定理２と同じ条件を満たす関数とする。このとき、つぎの２つは同値で

ある。ただし )(,0 xL>α は のとき緩変動関数とする。  0→x
（１）   )0()(~)( →xxLxxF α

（２） )(1)1(~)()(
0

∞→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ= −∞ −∫ λ
λ

λαλϕ αλ LxdFe x  

 
[3]ベキ級数への応用 

1),0(0,)(
0

<≥≥= ∑
∞

=

zkazqzQ k
k

k
k とする。 

λ−= ez とすると、 。 )0()(
0

>= ∑
∞

=

−− λλλ

k

k
k eqeQ

∑
≤

=
xk

kqxF )( と置くと、 は右連続、単調非減少関数であり、  )(xF ∫
∞ −=
0

)()( xdFe xλλϕ

（スチェルチェス積分）が定義できる。そして 
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)()()(
0

0

λλλλϕ −
∞

=

−∞ − === ∑∫ eQeqxdFe
k

k
k

x
となる。すなわち )(lim)(lim

010
zQ

z −→→
=λϕ

λ
 

なのでタウバー型の定理４、５より次の定理を得る。 
 
定理７． 次の二つは同値である。 

（１）  )()(~10 ∞→+++= nnLnqqqS nn
αL

（２） ( ) )01()1()1)(1(~)( 1 −→−−+Γ −− zzLzzQ αα  
さらに、もし数列 が単調ならば次の（３）とも同値である。 },2,1,0;{ L=kqk

（３）  )()(~ 1 ∞→− nnLnqn
αα

（証明） 定理４において ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

z
1logλ と置くと、 ∞→n のとき 。 )(~)(

0

nLnqnF
n

k
k

α∑
=

=

0→λ のとき 01−→z 、 なので ))1(()1())1(1log(log 2zOzzz −+−=−−−=−=λ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

−+Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Γ −−

z
LzL

1
1)1)(1(~1)1(~)( αα α

λ
λαλϕ 。 

 
＜例＞ のとき 0,)1()( >−= − ααzzQ

一般二項定理より 
n

nn

nn z
n

nz
n

z ∑∑
∞

=

∞

=

− −++
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
−+=−

11 !
)1()1(1)1(1)1( ααααα L

。 

よって )1(
!

)1()1(,10 ≥
−++

== n
n

nqq n
ααα L

。
1

1

+
+

=+

n
n

q
q

n

n α
な は単調。 

の（２）より なので（３）より 

ので数列{q

定理７

}n

)01(1~))1(()1( 1 −→−+Γ − zzLα

)()1(
~

11α αα −− nn
αα Γ

=
+Γ

qn を得る。 

実際、 1
)1(

)(lim
!

)1()1()(lim
)(

lim 111 =
+Γ

+Γ
=

−++Γ
=

Γ
−∞→−∞→−∞→ nn

n
nn

n
n

q
nn

n

n ααα

αααααα L
が成り立つ。 

ただし、証明には 10 << s のとき を利用する（高木貞治

録 
ティルチェス積分 

定義された実数値、有界関数とする。 の分割 
和 

を作る。

)()()()1( nnsnnn ss Γ≤+Γ≤Γ−
著；解析概論ｐ２５２参照）。 
 
付

１．ス

)(),( xFxg を区間 ],[ ba で ],[ ba
bxn =<<<L に対して )(xF に関するリーマンxxxa n<= −110

( ) ],[,)()()( 1

1

0
1 +

−

=
+ ∈−∑ iii

n

i
iii xxxFxFg ξξ 0)max( 1 →−+ ii xx となるように、分割
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を細かくしたとき分割の如何にかかわらず、この和が一定値に収束すれば、この値を

の に関するRiemann-Stieltjes積分といい で表す。任意の連続関数

に対してこの積分が存在するための必要十分条件は が有界変動なことである。

従って、Riemann-Stieltjes を連続、 を有界変動と仮定する。 

に対し

         

)(xg  

)(xg  

 

分割 

)(xF ∫
b

xdFxg )()(
a

)(xF
)(xg )(xF積分では

 
)(xF が有界変動 ],[ ba⇔ 上で定義された関数 )(xF て区間 ],[ ba の全ての有限

bxxxxa n =<<<<= L210 に対して 

         
⎭
⎬= b⎫⎧ n

 
⎩
⎨ <<<<=−= ∑

=
− xxxxaxFxFSupFVar n

k
kk L21

1
1]

;)()(

         を関 の区間 上での全変分という。 

         のとき は区間 で有界変動という。 

 
．Helly の選出定理 

区間 において単調増加な関数列 が

ba 0,[

数 )(xF ],[ ba

+∞<FVar
ba ],[

)(xF ],[ ba

 

２

],[ ba )}({ xfn )(
;

xfSup n
bxan ≤≤

閉 を満足するならば、適当な

部分列 }); 21 L<< nnx を選び全て({ f
kn の (ax )bx ≤≤ に対し

を満足する。 

区間 に属する有理数は可算なので、 と並べることができる。 

て )()(lim xfxf
kn = が存

在するようにできる。極限関数 )(xf は明らかに増加関数であるが、右連続性

（証明） 

kn ∞→

 
)()0( xfxf =+

],[ ba L,,, 321 rrr

条件 )(xf n
b

より は有界な数列なので収束部分列 L),(),(),( 131211 rfrfrf

）L

sup
; xan ≤≤

として ただしL <<< 321111 (,),(), aafrfaa )(( arrf a を選ぶことができる。 x 2r=
321

321
はまた有界な数列なのでこの中から収束部分列 L),(),(),( 222 rfrfrf aaa

)),(),(),( 222 321
LL },,,{},,{( 3212121 LL <<<⊆ bbbaabbただしrfrfrf bbb

とができる。以下同様にして、順に各 kr で収束する部分列を選ぶ。ここで関数列

部分列 })(),(),(),({ Lxfxfxfxf を選ぶと、全ての有理数 L,,, rrr

法）。この部分列を改めて{

を選ぶこ

)}x の

（対

({ f

で収束する

n

4321 dcba 321

角線論 });( 21 L<< nnx と書くとf n 、 
k
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),3,2,1 L=i
k

()(lim ∞<=<∞−
∞→

yrf iinn k
                 (1) 

単調増加性より、 mk rr < ならば mk yy ≤ 。従って 

)1(lim)1(),(inf)(
k

nnj ffbxayxf
∞→ k

j xr >
=<≤=                (2) 

によって定義された は単調増加である。)(xf のとき右連続 ()0( xfxf =+bxa <≤ ) とな

ることは、 から分かる。kj yy =inf
xxrj ε+>> rkε ↓

inflim
0

この等式は mk rr < ならば かmk yy ≤ より明ら

に jy ≤inf 逆の不等号を示す。ky
ε

な
xrkε +>↓

inflim
0

ので、
xrj >

yy jxrj

=
>

inf とする yy
mj
= と

なる る。

と、
m ∞→
lim

L<2j が<1j 取れ ε を十分小さく取れば ε+> xrk>rj となる kr が取れる。 に 

kxr
yy

ε>
inf が成り立つ。 

i

また有理数の稠密性から任意の

故

xrj
kj ε +>↓

≥ inflim
0

)( bxax と任意の とする）（ただし εε 20 −<> xa<< に

対して、 εε 2−>>−>> rxrx x となる rkj jk

))(

r, が存在する。よって、 

2()( ε −≥≥−≥ xfyxf kj ε≥ yxf を得 j
xr

yxf
j <

=− sup)0( となる。て  

次に とすると、jrxbxa <<< , ))(n xf ( jn rf より jjnnn
n

yrf
i

i
i

i

=fx ≤≤
∞→∞→

)((suplim lim) 。 

、従って )0inf) ()((suplim +==≤ y j 。同
>∞→

xfxfxf
xrn

n j
i

i

じく jrxbxa ><< , とすると

、故に

、 

jjnnnn
yrfx

i
i

i
i

=≥
∞→∞→

)(lim)(finflim )0(x )(inflimsup xffy
i

ij

nnj
xr ∞→<

= ≤− 。 

よって、区間 上の の連続点、すなわち],[ ba )(xf )0()0( +=− xfxf を満たす x において

は、 に等しい。 単調増加な関数の不連)x が存在

算

(lim f

高々可

i
i

nn ∞→

続点は である。よっ )(lim xf
in が しないような

して (f )x

て
in

)(xf

存在

は単調増加であり

∞→
x が存在しても高々可算個

しかない。それを L321 ,, xxx と 角線論法を使えば、 )}({ xf
in の部分列 )}({ * xf

で (),(lim **

し、再び対
in

 

),3,2,1 L=
∞→i

kf knn i
λ が存在するものを選ぶことができる。 

 
 

 9



 10

考図書 
漸近挙動入門」  高橋陽一郎著   日本評論者  （２００２年） 

oduction to Probability Theory and Its Application  Volume Ⅱ」 W.Feller 

参

「

「An Intr
                        John Wiley & Sons, Inc.   (1971) 
「ヒルベルト空間論」  吉田耕作著  共立出版  ２００２年復刊    
 
 
 
 
 


